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1

ÀËÃÅÁÐÀ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ
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ÔÎÐÌÓËÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ



2

ÔÎÐÌÓËÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ

• ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÅ � ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, î êîòîðîì â äàííîé
ñèòóàöèè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî èñòèííî èëè ëîæíî, íî íå òî è äðóãîå
îäíîâðåìåííî.
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ÔÎÐÌÓËÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ

• ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÅ � ïîâåñòâîâàòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, î êîòîðîì â äàííîé
ñèòóàöèè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî èñòèííî èëè ëîæíî, íî íå òî è äðóãîå
îäíîâðåìåííî.

• ËÎÃÈ×ÅÑÊÀß ÏÅÐÅÌÅÍÍÀß, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûñêàçûâàíèþ P , � ýòî
ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè P èñòèííî, è 0, åñëè P ëîæíî.
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Ïóñòü {xi | i ∈ I} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

• Îïðåäåëåíèå ÔÎÐÌÓËÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÀÂ):
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Ïóñòü {xi | i ∈ I} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

• Îïðåäåëåíèå ÔÎÐÌÓËÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÀÂ):

1) ëþáàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ÀÂ;
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Ïóñòü {xi | i ∈ I} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

• Îïðåäåëåíèå ÔÎÐÌÓËÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÀÂ):

1) ëþáàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ÀÂ;

2) åñëè ϕ è ψ � ôîðìóëû ÀÂ, òî âûðàæåíèÿ ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ)
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÀÂ;
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Ïóñòü {xi | i ∈ I} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

• Îïðåäåëåíèå ÔÎÐÌÓËÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÀÂ):

1) ëþáàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ÀÂ;

2) åñëè ϕ è ψ � ôîðìóëû ÀÂ, òî âûðàæåíèÿ ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ)
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÀÂ;

3) íèêàêèõ äðóãèõ ôîðìóë ÀÂ, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1 è 2, íåò.
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Ïóñòü {xi | i ∈ I} � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ.

• Îïðåäåëåíèå ÔÎÐÌÓËÛ ÀËÃÅÁÐÛ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÀÂ):

1) ëþáàÿ ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ÀÂ;

2) åñëè ϕ è ψ � ôîðìóëû ÀÂ, òî âûðàæåíèÿ ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ)
ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÀÂ;

3) íèêàêèõ äðóãèõ ôîðìóë ÀÂ, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1 è 2, íåò.

Åñëè ôîðìóëà ϕ ÀÂ ïîñòðîåíà èç ëîãè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ëåæàùèõ â
ìíîæåñòâå {x1, x2, . . . , xn}, òî áóäåì ïèñàòü ϕ(x1, . . . , xn).
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Äåéñòâèÿ ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÏÅÐÀÖÈÉ ¬, ∧, ∨, → çàäàþòñÿ ÒÀÁËÈÖÀÌÈ
ÈÑÒÈÍÍÎÑÒÈ:

ϕ ¬ϕ
0 1
1 0

ϕ ψ (ϕ ∧ ψ) (ϕ ∨ ψ) (ϕ→ ψ)
0 0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1
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• ÑÎÃËÀØÅÍÈß:
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• ÑÎÃËÀØÅÍÈß:

1. âíåøíèå ñêîáêè íå ïèøóòñÿ. Íàïðèìåð, âìåñòî âûñêàçûâàíèÿ ((x∨ y) → z)
ïèøåòñÿ (x ∨ y) → z;
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• ÑÎÃËÀØÅÍÈß:

1. âíåøíèå ñêîáêè íå ïèøóòñÿ. Íàïðèìåð, âìåñòî âûñêàçûâàíèÿ ((x∨ y) → z)
ïèøåòñÿ (x ∨ y) → z;

2. íà ìíîæåñòâå {¬,∧,∨,→} ââîäèòñÿ òðàíçèòèâíîå îòíîøåíèå �áûòü áîëåå
ñèëüíûì� ñëåäóþùèì îáðàçîì: ¬, ∧, ∨, →.



6

ÏÐÈÌÅÐ
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóëû

ϕ 
 ((x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x)).
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóëû

ϕ 
 ((x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x)).

ÐÅØÅÍÈÅ
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóëû

ϕ 
 ((x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x)).

ÐÅØÅÍÈÅ

x y z (x→ y) (¬y → z) ((¬y → z) → ¬x) ϕ
0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóëû

ϕ 
 ((x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x)). ÐÅØÅÍÈÅ

x y z (x→ y) (¬y → z) ((¬y → z) → ¬x) ϕ
0 0 0 1
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóëû

ϕ 
 ((x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x)).

ÐÅØÅÍÈÅ

x y z (x→ y) (¬y → z) ((¬y → z) → ¬x) ϕ
0 0 0 1 0
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 0
1 0 1 0 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóëû

ϕ 
 ((x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x)).

ÐÅØÅÍÈÅ

x y z (x→ y) (¬y → z) ((¬y → z) → ¬x) ϕ
0 0 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 0
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïîñòðîèòü òàáëèöó èñòèííîñòè äëÿ ôîðìóëû

ϕ 
 ((x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x)).

ÐÅØÅÍÈÅ

x y z (x→ y) (¬y → z) ((¬y → z) → ¬x) ϕ
0 0 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 0 0
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÀÂ



11

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÀÂ

• Ôîðìóëû ϕ(x1, . . . , xn) è ψ(x1, . . . , xn) íàçûâàþòñÿ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÌÈ
(ϕ ≡ ψ), åñëè ñîâïàäàþò èõ òàáëèöû èñòèííîñòè, ò. å. ψ(ε1, . . . , εn) =
ψ(ε1, . . . , εn) äëÿ ëþáûõ ε1, . . . , εn ∈ {0, 1}.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ìåæäó ôîðìóëàìè:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ìåæäó ôîðìóëàìè:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè

2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ìåæäó ôîðìóëàìè:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè

2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè

3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ìåæäó ôîðìóëàìè:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè

2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè

3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè

4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè



12

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ìåæäó ôîðìóëàìè:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè

2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè

3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè

4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè

5)¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ 5′)¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ
çàêîíû äå Ìîðãàíà
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6)¬¬ϕ ≡ ϕ
çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ
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6)¬¬ϕ ≡ ϕ
çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ

7)ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ



13

6)¬¬ϕ ≡ ϕ
çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ

7)ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ

8)ϕ ∧ (ϕ ∨ ψ) ≡ ϕ 8′)ϕ ∨ (ϕ ∧ ψ) ≡ ϕ
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6)¬¬ϕ ≡ ϕ
çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ

7)ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ

8)ϕ ∧ (ϕ ∨ ψ) ≡ ϕ 8′)ϕ ∨ (ϕ ∧ ψ) ≡ ϕ

9)ϕ ∨ (¬ϕ ∧ ψ) ≡ ϕ ∨ ψ 9′)¬ϕ ∨ (ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ψ
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6)¬¬ϕ ≡ ϕ
çàêîí äâîéíîãî îòðèöàíèÿ

7)ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ

8)ϕ ∧ (ϕ ∨ ψ) ≡ ϕ 8′)ϕ ∨ (ϕ ∧ ψ) ≡ ϕ

9)ϕ ∨ (¬ϕ ∧ ψ) ≡ ϕ ∨ ψ 9′)¬ϕ ∨ (ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ψ

10)ϕ ∧ (¬ϕ ∨ ψ) ≡ ϕ ∧ ψ 10′)¬ϕ ∧ (ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ψ
çàêîíû ïîãëîùåíèÿ
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• Ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎ ÈÑÒÈÍÍÎÉ
(ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎ ËÎÆÍÎÉ), åñëè ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1
(ñîîòâåòñòâåííî 0) íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.
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• Ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎ ÈÑÒÈÍÍÎÉ
(ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎ ËÎÆÍÎÉ), åñëè ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1
(ñîîòâåòñòâåííî 0) íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.

ÏÐÈÌÅÐ
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• Ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎ ÈÑÒÈÍÍÎÉ
(ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎ ËÎÆÍÎÉ), åñëè ýòà ôîðìóëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1
(ñîîòâåòñòâåííî 0) íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ.

ÏÐÈÌÅÐ

Ôîðìóëà x ∨ ¬x ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé, à ôîðìóëà x ∧ ¬x �
òîæäåñòâåííî ëîæíîé:

x x ∨ ¬x x ∧ ¬x
0 1 0
1 1 0

.
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÀÂ



15

ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÀÂ

• Åñëè x � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, δ ∈ {0, 1}, òî âûðàæåíèå xδ íàçûâàåòñÿ
ËÈÒÅÐÎÉ, ãäå xδ = x, åñëè δ = 1, è xδ = ¬x, åñëè δ = 0.
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÀÂ

• Åñëè x � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, δ ∈ {0, 1}, òî âûðàæåíèå xδ íàçûâàåòñÿ
ËÈÒÅÐÎÉ, ãäå xδ = x, åñëè δ = 1, è xδ = ¬x, åñëè δ = 0.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÊÎÍÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ëèòåð.
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÀÂ

• Åñëè x � ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ, δ ∈ {0, 1}, òî âûðàæåíèå xδ íàçûâàåòñÿ
ËÈÒÅÐÎÉ, ãäå xδ = x, åñëè δ = 1, è xδ = ¬x, åñëè δ = 0.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÊÎÍÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ëèòåð.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÄÈÇÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ëèòåð.
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ÏÐÈÌÅÐ



16

ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,

x ∨ y ∨ x ∨ ¬x



16

ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,

x ∨ y ∨ x ∨ ¬x � äèçúþíêò,
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,

x ∨ y ∨ x ∨ ¬x � äèçúþíêò,

¬x1 ∧ x2 ∧ x3
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,

x ∨ y ∨ x ∨ ¬x � äèçúþíêò,

¬x1 ∧ x2 ∧ x3 � êîíúþíêò,
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,

x ∨ y ∨ x ∨ ¬x � äèçúþíêò,

¬x1 ∧ x2 ∧ x3 � êîíúþíêò,

x1 ∧ x2 ∧ ¬x1
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,

x ∨ y ∨ x ∨ ¬x � äèçúþíêò,

¬x1 ∧ x2 ∧ x3 � êîíúþíêò,

x1 ∧ x2 ∧ ¬x1 � êîíúþíêò,
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,

x ∨ y ∨ x ∨ ¬x � äèçúþíêò,

¬x1 ∧ x2 ∧ x3 � êîíúþíêò,

x1 ∧ x2 ∧ ¬x1 � êîíúþíêò,

¬x
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∨ ¬y ∨ ¬z � äèçúþíêò,

x ∨ y ∨ x ∨ ¬x � äèçúþíêò,

¬x1 ∧ x2 ∧ x3 � êîíúþíêò,

x1 ∧ x2 ∧ ¬x1 � êîíúþíêò,

¬x � äèçúþíêò è êîíúþíêò.
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• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).
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• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).

• Êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÊÍÔ).

ÏÐÈÌÅÐ
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• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).

• Êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÊÍÔ).

ÏÐÈÌÅÐ

(x ∧ ¬y) ∨ (y ∧ z)



17

• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).

• Êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÊÍÔ).

ÏÐÈÌÅÐ

(x ∧ ¬y) ∨ (y ∧ z) � ÄÍÔ,



17

• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).

• Êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÊÍÔ).

ÏÐÈÌÅÐ

(x ∧ ¬y) ∨ (y ∧ z) � ÄÍÔ,

(x ∨ z ∨ ¬y) ∧ (x ∨ z) ∧ y
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• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).

• Êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÊÍÔ).

ÏÐÈÌÅÐ

(x ∧ ¬y) ∨ (y ∧ z) � ÄÍÔ,

(x ∨ z ∨ ¬y) ∧ (x ∨ z) ∧ y � ÊÍÔ,



17

• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).

• Êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÊÍÔ).

ÏÐÈÌÅÐ

(x ∧ ¬y) ∨ (y ∧ z) � ÄÍÔ,

(x ∨ z ∨ ¬y) ∧ (x ∨ z) ∧ y � ÊÍÔ,

x ∧ ¬y



17

• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).

• Êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÊÍÔ).

ÏÐÈÌÅÐ

(x ∧ ¬y) ∨ (y ∧ z) � ÄÍÔ,

(x ∨ z ∨ ¬y) ∧ (x ∨ z) ∧ y � ÊÍÔ,

x ∧ ¬y � ÄÍÔ è ÊÍÔ.



18

ÒÅÎÐÅÌÀ 1
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 1

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.

2) Ëþáàÿ ôîðìóëà ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÊÍÔ.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÄÍÔ
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÄÍÔ

1. Âûðàæàåì èìïëèêàöèþ, ó÷àñòâóþùóþ â ïîñòðîåíèè ôîðìóëû, ÷åðåç
äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ.



19

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÄÍÔ

1. Âûðàæàåì èìïëèêàöèþ, ó÷àñòâóþùóþ â ïîñòðîåíèè ôîðìóëû, ÷åðåç
äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ.

2. Èñïîëüçóÿ çàêîíû äå Ìîðãàíà ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ,¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ,
ïåðåíîñèì âñå îòðèöàíèÿ ê ïåðåìåííûì è ñîêðàùàåì äâîéíûå îòðèöàíèÿ ïî
ïðàâèëó ¬¬x ≡ x.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÄÍÔ

1. Âûðàæàåì èìïëèêàöèþ, ó÷àñòâóþùóþ â ïîñòðîåíèè ôîðìóëû, ÷åðåç
äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ.

2. Èñïîëüçóÿ çàêîíû äå Ìîðãàíà ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ,¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ,
ïåðåíîñèì âñå îòðèöàíèÿ ê ïåðåìåííûì è ñîêðàùàåì äâîéíûå îòðèöàíèÿ ïî
ïðàâèëó ¬¬x ≡ x.

3. Èñïîëüçóÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧
∧χ), ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó òàê, ÷òîáû âñå êîíúþíêöèè âûïîëíÿëèñü ðàíüøå
äèçúþíêöèé.
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ÏÐÈÌÅÐ



20

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 ¬((x→ y) ∨ ¬(y → z)).



20

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 ¬((x→ y) ∨ ¬(y → z)).

ÐÅØÅÍÈÅ



20

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 ¬((x→ y) ∨ ¬(y → z)).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡



20

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 ¬((x→ y) ∨ ¬(y → z)).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ ¬((¬x ∨ y) ∨ ¬(¬y ∨ z)) ≡



20

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 ¬((x→ y) ∨ ¬(y → z)).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ ¬((¬x ∨ y) ∨ ¬(¬y ∨ z)) ≡ ¬(¬x ∨ y) ∧ ¬¬(¬y ∨ z) ≡



20

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 ¬((x→ y) ∨ ¬(y → z)).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ ¬((¬x ∨ y) ∨ ¬(¬y ∨ z)) ≡ ¬(¬x ∨ y) ∧ ¬¬(¬y ∨ z) ≡

≡ (¬¬x∧¬y)∧(¬y∨z) ≡



20

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 ¬((x→ y) ∨ ¬(y → z)).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ ¬((¬x ∨ y) ∨ ¬(¬y ∨ z)) ≡ ¬(¬x ∨ y) ∧ ¬¬(¬y ∨ z) ≡

≡ (¬¬x∧¬y)∧(¬y∨z) ≡ x∧¬y)∧(¬y∨z) ≡



20

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÄÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 ¬((x→ y) ∨ ¬(y → z)).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ ¬((¬x ∨ y) ∨ ¬(¬y ∨ z)) ≡ ¬(¬x ∨ y) ∧ ¬¬(¬y ∨ z) ≡

≡ (¬¬x∧¬y)∧(¬y∨z) ≡ x∧¬y)∧(¬y∨z) ≡ ϕ ≡ (x∧¬y∧¬y)∨(x∧¬y∧z).
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ÏÐÈÌÅÐ
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).



21

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ



21

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡



21

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡



21

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡

≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡



21

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡

≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x)



21

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡

≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x)� ÊÍÔ.



21

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡

≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x)� ÊÍÔ.

Óïðîñòèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó:
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡

≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x)� ÊÍÔ.

Óïðîñòèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó:
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ÏÐÈÌÅÐ
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≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x)� ÊÍÔ.
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(¬x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡ (¬x ∨ (y ∧ ¬y)) ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡

≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x)� ÊÍÔ.

Óïðîñòèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó:

(¬x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡ (¬x ∨ (y ∧ ¬y)) ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡

≡ ¬x ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡



21

ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡

≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x)� ÊÍÔ.

Óïðîñòèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó:

(¬x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡ (¬x ∨ (y ∧ ¬y)) ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡

≡ ¬x ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡ ¬x
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïðèâåñòè ê ÊÍÔ ôîðìóëó ϕ 
 (x→ y) ∧ ((¬y → z) → ¬x).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬y → z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ (¬(¬¬y ∨ z) ∨ ¬x) ≡

≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬¬¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x) ≡ (¬x ∨ y) ∧ ((¬y ∧ ¬z) ∨ ¬x)� ÊÍÔ.

Óïðîñòèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó:

(¬x ∨ y) ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡ (¬x ∨ (y ∧ ¬y)) ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡

≡ ¬x ∧ (¬x ∨ ¬z) ≡ ¬x� ÊÍÔ.
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ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÅ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È

ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÀÂ
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ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÅ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È

ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÀÂ

• ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÉÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉÍÎÐÌÀËÜÍÎÉÔÎÐÌÎÉ (ÑÄÍÔ)
íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ êîíúþíêò, â êîòîðûå êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ
xi èç íàáîðà {x1, . . . , xn} âõîäèò ðîâíî îäèí ðàç, ïðè÷åì âõîäèò ëèáî ñàìà xi,
ëèáî åå îòðèöàíèå ¬xi.
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ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÅ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È

ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÀÂ

• ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÉÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉÍÎÐÌÀËÜÍÎÉÔÎÐÌÎÉ (ÑÄÍÔ)
íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ êîíúþíêò, â êîòîðûå êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ
xi èç íàáîðà {x1, . . . , xn} âõîäèò ðîâíî îäèí ðàç, ïðè÷åì âõîäèò ëèáî ñàìà xi,
ëèáî åå îòðèöàíèå ¬xi.

• ÑÎÂÅÐØÅÍÍÎÉÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉÍÎÐÌÀËÜÍÎÉÔÎÐÌÎÉ (ÑÊÍÔ)
íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ äèçúþíêò, â êîòîðûå êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ
xi èç íàáîðà {x1, . . . , xn} âõîäèò ðîâíî îäèí ðàç, ïðè÷åì âõîäèò ëèáî ñàìà xi,
ëèáî åå îòðèöàíèå ¬xi.
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ÏÐÈÌÅÐ
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ÏÐÈÌÅÐ

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3)
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ÏÐÈÌÅÐ

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3)� ÑÄÍÔ,
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ÏÐÈÌÅÐ

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3)� ÑÄÍÔ,

(x ∨ y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z)
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(x ∨ y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z)� ÑÊÍÔ,

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ x3)íå ÑÄÍÔ,
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ÏÐÈÌÅÐ

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3)� ÑÄÍÔ,

(x ∨ y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z)� ÑÊÍÔ,

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ x3)íå ÑÄÍÔ,

x1 ∧ ¬x2 ∧ x3



23

ÏÐÈÌÅÐ

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3)� ÑÄÍÔ,

(x ∨ y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z)� ÑÊÍÔ,

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ x3)íå ÑÄÍÔ,

x1 ∧ ¬x2 ∧ x3 � ÑÄÍÔ, íî íå ÑÊÍÔ,



23

ÏÐÈÌÅÐ

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3)� ÑÄÍÔ,

(x ∨ y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z)� ÑÊÍÔ,

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ x3)íå ÑÄÍÔ,

x1 ∧ ¬x2 ∧ x3 � ÑÄÍÔ, íî íå ÑÊÍÔ,

x ∨ y ∨ ¬z
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ÏÐÈÌÅÐ

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3)� ÑÄÍÔ,

(x ∨ y ∨ ¬z) ∧ (¬x ∨ ¬y ∨ z) ∧ (¬x ∨ y ∨ z)� ÑÊÍÔ,

(x1 ∧ ¬x2 ∧ x3) ∨ (¬x1 ∧ x2 ∧ x3) ∨ (x1 ∧ ¬x2 ∧ x3)íå ÑÄÍÔ,

x1 ∧ ¬x2 ∧ x3 � ÑÄÍÔ, íî íå ÑÊÍÔ,

x ∨ y ∨ ¬z � ÑÊÍÔ, íî íå ÑÄÍÔ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 2
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ÒÅÎÐÅÌÀ 2

1) Äëÿ ëþáîé íå òîæäåñòâåííî ëîæíîé ôîðìóëû ϕ ÀÂ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ÑÄÍÔ, ýêâèâàëåíòíàÿ ϕ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 2

1) Äëÿ ëþáîé íå òîæäåñòâåííî ëîæíîé ôîðìóëû ϕ ÀÂ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ÑÄÍÔ, ýêâèâàëåíòíàÿ ϕ.

2) Äëÿ ëþáîé íå òîæäåñòâåííî èñòèííîé ôîðìóëû ϕ ÀÂ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ÑÊÍÔ, ýêâèâàëåíòíàÿ ϕ.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÑÄÍÔ
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÑÄÍÔ

1. Ïðèâîäèì äàííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ.



25

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÑÄÍÔ

1. Ïðèâîäèì äàííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ.

2. Ïðåîáðàçîâûâàåì åå êîíúþíêòû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÑÄÍÔ

1. Ïðèâîäèì äàííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ.

2. Ïðåîáðàçîâûâàåì åå êîíúþíêòû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

à) åñëè â êîíúþíêò âõîäèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì,
òî ìû óäàëÿåì ýòîò êîíúþíêò èç ÄÍÔ;



25

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÑÄÍÔ

1. Ïðèâîäèì äàííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ.

2. Ïðåîáðàçîâûâàåì åå êîíúþíêòû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

à) åñëè â êîíúþíêò âõîäèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì,
òî ìû óäàëÿåì ýòîò êîíúþíêò èç ÄÍÔ;

á) åñëè â êîíúþíêò îäíà è òà æå ëèòåðà xδ âõîäèò íåñêîëüêî ðàç, òî óäàëÿåì
âñå ëèòåðû xδ, êðîìå îäíîé;



25

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÑÄÍÔ

1. Ïðèâîäèì äàííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ.

2. Ïðåîáðàçîâûâàåì åå êîíúþíêòû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

à) åñëè â êîíúþíêò âõîäèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì,
òî ìû óäàëÿåì ýòîò êîíúþíêò èç ÄÍÔ;

á) åñëè â êîíúþíêò îäíà è òà æå ëèòåðà xδ âõîäèò íåñêîëüêî ðàç, òî óäàëÿåì
âñå ëèòåðû xδ, êðîìå îäíîé;

â) åñëè â íåêîòîðûé êîíúþíêò xδ1
1 ∧ . . . ∧ xδk

k íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ y, òî ýòîò
êîíúþíêò çàìåíÿåì íà ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëó xδ1

1 ∧ . . . ∧ xδk
k ∧ (y ∨ ¬y) è,

ïðèìåíÿÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè, ïðèâîäèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ;
åñëè íåäîñòàþùèõ ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî, òî äëÿ êàæäîé èç íèõ ê êîíúþíêòó
äîáàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó âèäà y ∨ ¬y;



25

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÑÄÍÔ

1. Ïðèâîäèì äàííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ.

2. Ïðåîáðàçîâûâàåì åå êîíúþíêòû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ äåéñòâèé:

à) åñëè â êîíúþíêò âõîäèò íåêîòîðàÿ ïåðåìåííàÿ âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì,
òî ìû óäàëÿåì ýòîò êîíúþíêò èç ÄÍÔ;

á) åñëè â êîíúþíêò îäíà è òà æå ëèòåðà xδ âõîäèò íåñêîëüêî ðàç, òî óäàëÿåì
âñå ëèòåðû xδ, êðîìå îäíîé;

â) åñëè â íåêîòîðûé êîíúþíêò xδ1
1 ∧ . . . ∧ xδk

k íå âõîäèò ïåðåìåííàÿ y, òî ýòîò
êîíúþíêò çàìåíÿåì íà ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëó xδ1

1 ∧ . . . ∧ xδk
k ∧ (y ∨ ¬y) è,

ïðèìåíÿÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè, ïðèâîäèì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ê ÄÍÔ;
åñëè íåäîñòàþùèõ ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî, òî äëÿ êàæäîé èç íèõ ê êîíúþíêòó
äîáàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó âèäà y ∨ ¬y;

ã) åñëè â ïîëó÷åííîé ÄÍÔ èìååòñÿ íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êîíñòèòóåíò
åäèíèöû, òî îñòàâëÿåì òîëüêî îäíó èç íèõ.
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ÏÐÈÌÅÐ
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ÏÐÈÌÅÐ

Íàéòè ÑÄÍÔ äëÿ ÄÍÔ ϕ 
 (x ∧ ¬x) ∨ x ∨ (y ∧ z ∧ y).

ÐÅØÅÍÈÅ
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ÏÐÈÌÅÐ

Íàéòè ÑÄÍÔ äëÿ ÄÍÔ ϕ 
 (x ∧ ¬x) ∨ x ∨ (y ∧ z ∧ y).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡
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ÏÐÈÌÅÐ

Íàéòè ÑÄÍÔ äëÿ ÄÍÔ ϕ 
 (x ∧ ¬x) ∨ x ∨ (y ∧ z ∧ y).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ x ∨ (y ∧ z) ≡
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ÏÐÈÌÅÐ

Íàéòè ÑÄÍÔ äëÿ ÄÍÔ ϕ 
 (x ∧ ¬x) ∨ x ∨ (y ∧ z ∧ y).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ x ∨ (y ∧ z) ≡ ≡ (x ∧ (y ∨ ¬y)) ∨ (y ∧ z ∧ (x ∨ ¬x)) ≡



26

ÏÐÈÌÅÐ

Íàéòè ÑÄÍÔ äëÿ ÄÍÔ ϕ 
 (x ∧ ¬x) ∨ x ∨ (y ∧ z ∧ y).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ x ∨ (y ∧ z) ≡ ≡ (x ∧ (y ∨ ¬y)) ∨ (y ∧ z ∧ (x ∨ ¬x)) ≡

≡ (x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬y) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ≡
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ÏÐÈÌÅÐ

Íàéòè ÑÄÍÔ äëÿ ÄÍÔ ϕ 
 (x ∧ ¬x) ∨ x ∨ (y ∧ z ∧ y).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ x ∨ (y ∧ z) ≡ ≡ (x ∧ (y ∨ ¬y)) ∨ (y ∧ z ∧ (x ∨ ¬x)) ≡

≡ (x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬y) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ≡

≡ (x ∧ y ∧ (z ∨ ¬z)) ∨ (x ∧ ¬y ∧ (z ∨ ¬z)) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ≡



26

ÏÐÈÌÅÐ

Íàéòè ÑÄÍÔ äëÿ ÄÍÔ ϕ 
 (x ∧ ¬x) ∨ x ∨ (y ∧ z ∧ y).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ x ∨ (y ∧ z) ≡ ≡ (x ∧ (y ∨ ¬y)) ∨ (y ∧ z ∧ (x ∨ ¬x)) ≡

≡ (x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬y) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ≡

≡ (x ∧ y ∧ (z ∨ ¬z)) ∨ (x ∧ ¬y ∧ (z ∨ ¬z)) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ≡

≡ (x∧y∧z)∨(x∧y∧¬z)∨(x∧¬y∧z)∨(x∧¬y∧¬z)∨(x∧y∧z)∨(¬x∧y∧z) ≡



26

ÏÐÈÌÅÐ

Íàéòè ÑÄÍÔ äëÿ ÄÍÔ ϕ 
 (x ∧ ¬x) ∨ x ∨ (y ∧ z ∧ y).

ÐÅØÅÍÈÅ

ϕ ≡ x ∨ (y ∧ z) ≡ ≡ (x ∧ (y ∨ ¬y)) ∨ (y ∧ z ∧ (x ∨ ¬x)) ≡

≡ (x ∧ y) ∨ (x ∧ ¬y) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ≡

≡ (x ∧ y ∧ (z ∨ ¬z)) ∨ (x ∧ ¬y ∧ (z ∨ ¬z)) ∨ (x ∧ y ∧ z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z) ≡

≡ (x∧y∧z)∨(x∧y∧¬z)∨(x∧¬y∧z)∨(x∧¬y∧¬z)∨(x∧y∧z)∨(¬x∧y∧z) ≡

≡ (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ ¬z) ∨ (x ∧ ¬y ∧ z) ∨ (x ∧ ¬y ∧ ¬z) ∨ (¬x ∧ y ∧ z).
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ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÅ ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÀÊÑÈÎÌ È ÏÐÀÂÈË ÂÛÂÎÄÀ



28

ÑÈÑÒÅÌÀ ÀÊÑÈÎÌ È ÏÐÀÂÈË ÂÛÂÎÄÀ

• ÀËÔÀÂÈÒ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÈÂ):
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÀÊÑÈÎÌ È ÏÐÀÂÈË ÂÛÂÎÄÀ

• ÀËÔÀÂÈÒ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÈÂ):

1) ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå x, y, z, x1, x2, . . .;
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÀÊÑÈÎÌ È ÏÐÀÂÈË ÂÛÂÎÄÀ

• ÀËÔÀÂÈÒ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÈÂ):

1) ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå x, y, z, x1, x2, . . .;

2) ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû (ñâÿçêè) ¬, ∧, ∨, →;
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ÑÈÑÒÅÌÀ ÀÊÑÈÎÌ È ÏÐÀÂÈË ÂÛÂÎÄÀ

• ÀËÔÀÂÈÒ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß ÂÛÑÊÀÇÛÂÀÍÈÉ (ÈÂ):

1) ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå x, y, z, x1, x2, . . .;

2) ëîãè÷åñêèå ñèìâîëû (ñâÿçêè) ¬, ∧, ∨, →;

3) âñïîìîãàòåëüíûå ñèìâîëû (, ).
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÔÎÐÌÓË ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÔÎÐÌÓË ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

1) âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÈÂ;
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÔÎÐÌÓË ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

1) âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÈÂ;

2) åñëè ϕ, ψ � ôîðìóëû ÈÂ, òî ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ) � ôîðìóëû
ÈÂ;
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÔÎÐÌÓË ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

1) âñå ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè ÈÂ;

2) åñëè ϕ, ψ � ôîðìóëû ÈÂ, òî ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ) � ôîðìóëû
ÈÂ;

3) âûðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëîé ÈÂ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî ìîæåò
áûòü óñòàíîâëåíî ñ ïîìîùüþ ïóíêòîâ �1� è �2�.
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÏÎÄÔÎÐÌÓË ÔÎÐÌÓËÛ ϕ ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÏÎÄÔÎÐÌÓË ÔÎÐÌÓËÛ ϕ ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

1) åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ϕ � åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà
ϕ;
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÏÎÄÔÎÐÌÓË ÔÎÐÌÓËÛ ϕ ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

1) åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ϕ � åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà
ϕ;

2) åñëè ϕ � ϕ1 ∧ ϕ2 (ϕ � ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ � ϕ1 → ϕ2), òî ïîäôîðìóëà ϕ � ýòî
ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ1, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ2;
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÏÎÄÔÎÐÌÓË ÔÎÐÌÓËÛ ϕ ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

1) åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ϕ � åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà
ϕ;

2) åñëè ϕ � ϕ1 ∧ ϕ2 (ϕ � ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ � ϕ1 → ϕ2), òî ïîäôîðìóëà ϕ � ýòî
ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ1, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ2;

3) åñëè ϕ � ¬ϕ1, òî ïîäôîðìóëà ϕ � ýòî ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ1;
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÏÎÄÔÎÐÌÓË ÔÎÐÌÓËÛ ϕ ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

1) åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ϕ � åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà
ϕ;

2) åñëè ϕ � ϕ1 ∧ ϕ2 (ϕ � ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ � ϕ1 → ϕ2), òî ïîäôîðìóëà ϕ � ýòî
ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ1, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ2;

3) åñëè ϕ � ¬ϕ1, òî ïîäôîðìóëà ϕ � ýòî ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ1;

4) ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû ϕ ÈÂ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ýòî ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñ ïîìîùüþ ïóíêòîâ �1�, �2� è �3�.
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• ÌÍÎÆÅÑÒÂÎ ÏÎÄÔÎÐÌÓË ÔÎÐÌÓËÛ ϕ ÈÂ îïðåäåëÿåòñÿ èíäóêòèâíî:

1) åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ϕ � åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà
ϕ;

2) åñëè ϕ � ϕ1 ∧ ϕ2 (ϕ � ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ � ϕ1 → ϕ2), òî ïîäôîðìóëà ϕ � ýòî
ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ1, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ2;

3) åñëè ϕ � ¬ϕ1, òî ïîäôîðìóëà ϕ � ýòî ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ϕ1;

4) ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïîäôîðìóëîé ôîðìóëû ϕ ÈÂ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ýòî ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñ ïîìîùüþ ïóíêòîâ �1�, �2� è �3�.

• ÄËÈÍÀ ÔÎÐÌÓËÛ ϕ � ÷èñëî ñèìâîëîâ, âõîäÿùèõ â ϕ.
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:



31

• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));

3) (ϕ ∧ ψ) → ϕ;
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));

3) (ϕ ∧ ψ) → ϕ;

4) (ϕ ∧ ψ) → ψ;
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));

3) (ϕ ∧ ψ) → ϕ;

4) (ϕ ∧ ψ) → ψ;

5) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ χ) → (ϕ→ (ψ ∧ χ)));
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));

3) (ϕ ∧ ψ) → ϕ;

4) (ϕ ∧ ψ) → ψ;

5) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ χ) → (ϕ→ (ψ ∧ χ)));

6) ϕ→ (ϕ ∨ ψ);
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));

3) (ϕ ∧ ψ) → ϕ;

4) (ϕ ∧ ψ) → ψ;

5) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ χ) → (ϕ→ (ψ ∧ χ)));

6) ϕ→ (ϕ ∨ ψ);

7) ϕ→ (ψ ∨ ϕ);
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));

3) (ϕ ∧ ψ) → ϕ;

4) (ϕ ∧ ψ) → ψ;

5) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ χ) → (ϕ→ (ψ ∧ χ)));

6) ϕ→ (ϕ ∨ ψ);

7) ϕ→ (ψ ∨ ϕ);

8) (ϕ→ χ) → ((ψ → χ) → ((ϕ ∨ ψ) → χ));
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));

3) (ϕ ∧ ψ) → ϕ;

4) (ϕ ∧ ψ) → ψ;

5) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ χ) → (ϕ→ (ψ ∧ χ)));

6) ϕ→ (ϕ ∨ ψ);

7) ϕ→ (ψ ∨ ϕ);

8) (ϕ→ χ) → ((ψ → χ) → ((ϕ ∨ ψ) → χ));

9) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ϕ);
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• ÀÊÑÈÎÌÛ ÈÂ � ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ, ψ, χ:

1) ϕ→ (ψ → ϕ);

2) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ (ψ → χ)) → (ϕ→ χ));

3) (ϕ ∧ ψ) → ϕ;

4) (ϕ ∧ ψ) → ψ;

5) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ χ) → (ϕ→ (ψ ∧ χ)));

6) ϕ→ (ϕ ∨ ψ);

7) ϕ→ (ψ ∨ ϕ);

8) (ϕ→ χ) → ((ψ → χ) → ((ϕ ∨ ψ) → χ));

9) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ϕ);

10) ¬¬ϕ→ ϕ.
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• Óêàçàííûå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ÑÕÅÌÀÌÈ ÀÊÑÈÎÌ ÈÂ.
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• Óêàçàííûå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ÑÕÅÌÀÌÈ ÀÊÑÈÎÌ ÈÂ.

• Ïðè ïîäñòàíîâêå êîíêðåòíûõ ôîðìóë â êàêóþ-ëèáî ñõåìó ïîëó÷àåòñÿ
×ÀÑÒÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ ÑÕÅÌÛ ÀÊÑÈÎÌ.
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• Óêàçàííûå ôîðìóëû íàçûâàþòñÿ ÑÕÅÌÀÌÈ ÀÊÑÈÎÌ ÈÂ.

• Ïðè ïîäñòàíîâêå êîíêðåòíûõ ôîðìóë â êàêóþ-ëèáî ñõåìó ïîëó÷àåòñÿ
×ÀÑÒÍÛÉ ÑËÓ×ÀÉ ÑÕÅÌÛ ÀÊÑÈÎÌ.

• ÏÐÀÂÈËÎ ÂÛÂÎÄÀ Â ÈÂ � ïðàâèëî çàêëþ÷åíèÿ (MODUS PONENS): åñëè
ϕ è ϕ→ ψ � âûâîäèìûå ôîðìóëû, òî ψ � òàêæå âûâîäèìàÿ ôîðìóëà:

ϕ, ϕ→ ψ

ψ
.
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ÏÐÈÌÅÐ
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ÏÐÈÌÅÐ

x ∧ y, x ∧ y → (x→ z)
x→ z

.
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• ÂÛÂÎÄ â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë ψ1, . . ., ψk òàêàÿ, ÷òî ϕ � ψk è äëÿ êàæäîãî i ≤ k ôîðìóëà ψi

óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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• ÂÛÂÎÄ â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë ψ1, . . ., ψk òàêàÿ, ÷òî ϕ � ψk è äëÿ êàæäîãî i ≤ k ôîðìóëà ψi

óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ψi � àêñèîìà ÈÂ;
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• ÂÛÂÎÄ â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë ψ1, . . ., ψk òàêàÿ, ÷òî ϕ � ψk è äëÿ êàæäîãî i ≤ k ôîðìóëà ψi

óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ψi � àêñèîìà ÈÂ;

2) ψi ïðèíàäëåæèò ñïèñêó ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm, íàçûâàåìûõ ÃÈÏÎÒÅÇÀÌÈ;
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• ÂÛÂÎÄ â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë ψ1, . . ., ψk òàêàÿ, ÷òî ϕ � ψk è äëÿ êàæäîãî i ≤ k ôîðìóëà ψi

óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ψi � àêñèîìà ÈÂ;

2) ψi ïðèíàäëåæèò ñïèñêó ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm, íàçûâàåìûõ ÃÈÏÎÒÅÇÀÌÈ;

3) ψi ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðûõ ψj, j < i, ïî ïðàâèëó âûâîäà.
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• ÂÛÂÎÄ â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë ψ1, . . ., ψk òàêàÿ, ÷òî ϕ � ψk è äëÿ êàæäîãî i ≤ k ôîðìóëà ψi

óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ψi � àêñèîìà ÈÂ;

2) ψi ïðèíàäëåæèò ñïèñêó ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm, íàçûâàåìûõ ÃÈÏÎÒÅÇÀÌÈ;

3) ψi ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðûõ ψj, j < i, ïî ïðàâèëó âûâîäà.

• Ôîðìóëà ϕ ÂÛÂÎÄÈÌÀ Â ÈÂ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm

(îáîçíà÷àåòñÿ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ),

åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm.
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• ÂÛÂÎÄ â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôîðìóë ψ1, . . ., ψk òàêàÿ, ÷òî ϕ � ψk è äëÿ êàæäîãî i ≤ k ôîðìóëà ψi

óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ψi � àêñèîìà ÈÂ;

2) ψi ïðèíàäëåæèò ñïèñêó ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm, íàçûâàåìûõ ÃÈÏÎÒÅÇÀÌÈ;

3) ψi ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðûõ ψj, j < i, ïî ïðàâèëó âûâîäà.

• Ôîðìóëà ϕ ÂÛÂÎÄÈÌÀ Â ÈÂ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm

(îáîçíà÷àåòñÿ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ),

åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm.

• Ôîðìóëà ϕ, âûâîäèìàÿ èç ∅ (` ϕ), íàçûâàåòñÿ ÒÅÎÐÅÌÎÉ ÈÂ.
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ÏÐÈÌÅÐ

` ϕ→ ϕ
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ÏÐÈÌÅÐ

` ϕ→ ϕ

Âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ϕ èç ∅:
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ÏÐÈÌÅÐ

` ϕ→ ϕ

Âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ϕ èç ∅:

1) (ϕ→ (ϕ→ ϕ)) → ((ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ) → (ϕ→ ϕ)) � ñõåìà àêñèîì 2;
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ÏÐÈÌÅÐ

` ϕ→ ϕ

Âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ϕ èç ∅:

1) (ϕ→ (ϕ→ ϕ)) → ((ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ) → (ϕ→ ϕ)) � ñõåìà àêñèîì 2;

2) ϕ→ (ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;
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ÏÐÈÌÅÐ

` ϕ→ ϕ

Âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ϕ èç ∅:

1) (ϕ→ (ϕ→ ϕ)) → ((ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ) → (ϕ→ ϕ)) � ñõåìà àêñèîì 2;

2) ϕ→ (ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;

3) (ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ)) → (ϕ→ ϕ) � ê 1 è 2 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;
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ÏÐÈÌÅÐ

` ϕ→ ϕ

Âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ϕ èç ∅:

1) (ϕ→ (ϕ→ ϕ)) → ((ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ) → (ϕ→ ϕ)) � ñõåìà àêñèîì 2;

2) ϕ→ (ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;

3) (ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ)) → (ϕ→ ϕ) � ê 1 è 2 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

4) ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;
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ÏÐÈÌÅÐ

` ϕ→ ϕ

Âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ϕ èç ∅:

1) (ϕ→ (ϕ→ ϕ)) → ((ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ) → (ϕ→ ϕ)) � ñõåìà àêñèîì 2;

2) ϕ→ (ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;

3) (ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ)) → (ϕ→ ϕ) � ê 1 è 2 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

4) ϕ→ ((ϕ→ ϕ) → ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;

5) ` ϕ→ ϕ ê 3 è 4 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà.
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• ÊÂÀÇÈÂÛÂÎÄ â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ψ1, . . ., ψk, ϕ, â êîòîðîé ëþáàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà
èç ïðåäûäóùèõ è ϕ1, . . ., ϕm.



36

• ÊÂÀÇÈÂÛÂÎÄ â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ψ1, . . ., ψk, ϕ, â êîòîðîé ëþáàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà
èç ïðåäûäóùèõ è ϕ1, . . ., ϕm.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 1

Åñëè ñóùåñòâóåò êâàçèâûâîä â ÈÂ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm, òî ϕ
âûâîäèìà â ÈÂ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm.
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ÏÐÈÌÅÐ

ϕ ` ¬¬ϕ.
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ÏÐÈÌÅÐ

ϕ ` ¬¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬¬ϕ èç ôîðìóëû ϕ:

1) ϕ � ãèïîòåçà;
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ÏÐÈÌÅÐ

ϕ ` ¬¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬¬ϕ èç ôîðìóëû ϕ:

1) ϕ � ãèïîòåçà;

2) (¬ϕ→ ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ) � ñõåìà àêñèîì 9;
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ÏÐÈÌÅÐ

ϕ ` ¬¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬¬ϕ èç ôîðìóëû ϕ:

1) ϕ � ãèïîòåçà;

2) (¬ϕ→ ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ) � ñõåìà àêñèîì 9;

3) ϕ→ (¬ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;
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ÏÐÈÌÅÐ

ϕ ` ¬¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬¬ϕ èç ôîðìóëû ϕ:

1) ϕ � ãèïîòåçà;

2) (¬ϕ→ ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ) � ñõåìà àêñèîì 9;

3) ϕ→ (¬ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;

4) ¬ϕ→ ϕ � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;
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ÏÐÈÌÅÐ

ϕ ` ¬¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬¬ϕ èç ôîðìóëû ϕ:

1) ϕ � ãèïîòåçà;

2) (¬ϕ→ ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ) � ñõåìà àêñèîì 9;

3) ϕ→ (¬ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;

4) ¬ϕ→ ϕ � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

5) (¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ � ê ïï. 4 è 2 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;
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ÏÐÈÌÅÐ

ϕ ` ¬¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬¬ϕ èç ôîðìóëû ϕ:

1) ϕ � ãèïîòåçà;

2) (¬ϕ→ ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ) � ñõåìà àêñèîì 9;

3) ϕ→ (¬ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;

4) ¬ϕ→ ϕ � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

5) (¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ � ê ïï. 4 è 2 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

6) ¬ϕ→ ¬ϕ � ïî ïðèìåðó 2 âûâîäèìàÿ ôîðìóëà;
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ÏÐÈÌÅÐ

ϕ ` ¬¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬¬ϕ èç ôîðìóëû ϕ:

1) ϕ � ãèïîòåçà;

2) (¬ϕ→ ϕ) → ((¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ) � ñõåìà àêñèîì 9;

3) ϕ→ (¬ϕ→ ϕ) � ñõåìà àêñèîì 1;

4) ¬ϕ→ ϕ � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

5) (¬ϕ→ ¬ϕ) → ¬¬ϕ � ê ïï. 4 è 2 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

6) ¬ϕ→ ¬ϕ � ïî ïðèìåðó 2 âûâîäèìàÿ ôîðìóëà;

7) ¬¬ϕ � ê ïï. 6 è 4 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:



38

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:

1) ϕ1, . . . , ϕm � ãèïîòåçû;



38

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:

1) ϕ1, . . . , ϕm � ãèïîòåçû;

2) ϕ � ãèïîòåçà;



38

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:

1) ϕ1, . . . , ϕm � ãèïîòåçû;

2) ϕ � ãèïîòåçà;

3) ϕ→ ψ � ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ ïî óñëîâèþ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm;



38

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:

1) ϕ1, . . . , ϕm � ãèïîòåçû;

2) ϕ � ãèïîòåçà;

3) ϕ→ ψ � ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ ïî óñëîâèþ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm;
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4) ψ � ê ïï. 2 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà.



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ

Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ ⇐⇒ ϕ→ ψ,¬ψ ` ¬ϕ.



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ

Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ ⇐⇒ ϕ→ ψ,¬ψ ` ¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû¬ϕ èç ôîðìóë ϕ→ ψ,¬ψ:

1) ϕ→ ψ � ãèïîòåçà;



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ

Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ ⇐⇒ ϕ→ ψ,¬ψ ` ¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû¬ϕ èç ôîðìóë ϕ→ ψ,¬ψ:

1) ϕ→ ψ � ãèïîòåçà;

2)¬ψ � ãèïîòåçà;



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ

Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ ⇐⇒ ϕ→ ψ,¬ψ ` ¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû¬ϕ èç ôîðìóë ϕ→ ψ,¬ψ:

1) ϕ→ ψ � ãèïîòåçà;

2)¬ψ � ãèïîòåçà;

3) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 9;



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ

Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ ⇐⇒ ϕ→ ψ,¬ψ ` ¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû¬ϕ èç ôîðìóë ϕ→ ψ,¬ψ:

1) ϕ→ ψ � ãèïîòåçà;

2)¬ψ � ãèïîòåçà;

3) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 9;

4) (ϕ→ ¬ψ) → ¬ϕ � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ

Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ ⇐⇒ ϕ→ ψ,¬ψ ` ¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû¬ϕ èç ôîðìóë ϕ→ ψ,¬ψ:

1) ϕ→ ψ � ãèïîòåçà;

2)¬ψ � ãèïîòåçà;

3) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 9;

4) (ϕ→ ¬ψ) → ¬ϕ � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

5) ¬ψ → (ϕ→ ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 1;



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ

Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ ⇐⇒ ϕ→ ψ,¬ψ ` ¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû¬ϕ èç ôîðìóë ϕ→ ψ,¬ψ:

1) ϕ→ ψ � ãèïîòåçà;

2)¬ψ � ãèïîòåçà;

3) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 9;

4) (ϕ→ ¬ψ) → ¬ϕ � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

5) ¬ψ → (ϕ→ ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 1;

6) ϕ→ ¬ψ � ê ïï. 2 è 5 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;



40

ÏÐÈÌÅÐ

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ

Ïî òåîðåìå î äåäóêöèè

ϕ→ ψ ` ¬ψ → ¬ϕ ⇐⇒ ϕ→ ψ,¬ψ ` ¬ϕ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû¬ϕ èç ôîðìóë ϕ→ ψ,¬ψ:

1) ϕ→ ψ � ãèïîòåçà;

2)¬ψ � ãèïîòåçà;

3) (ϕ→ ψ) → ((ϕ→ ¬ψ) → ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 9;

4) (ϕ→ ¬ψ) → ¬ϕ � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

5) ¬ψ → (ϕ→ ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 1;

6) ϕ→ ¬ψ � ê ïï. 2 è 5 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;

7)¬ϕ � ê ïï. 6 è 5 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà.



41

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÂ



41

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÂ

• Ôîðìóëû ϕ è ψ íàçîâåì ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÌÈ (îáîçíà÷èì ϕ ≡ ψ), åñëè

ϕ ` ψ è ψ ` ϕ.



41

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÂ

• Ôîðìóëû ϕ è ψ íàçîâåì ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÌÈ (îáîçíà÷èì ϕ ≡ ψ), åñëè

ϕ ` ψ è ψ ` ϕ.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 2

Äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ è ψ ÈÂ

ϕ ≡ ψ ⇐⇒ ` ϕ→ ψ è ` ϕ→ ψ.



42

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1

Îòíîøåíèå ϕ ≡ ψ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,



42

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1

Îòíîøåíèå ϕ ≡ ψ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,ò.å. äëÿ ëþáûõ
ôîðìóë ϕ, ψ, χ ÈÂ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) ϕ ≡ ϕ;



42

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1

Îòíîøåíèå ϕ ≡ ψ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,ò.å. äëÿ ëþáûõ
ôîðìóë ϕ, ψ, χ ÈÂ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) ϕ ≡ ϕ;

b) ϕ ≡ ψ =⇒ ψ ≡ ϕ;



42

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1

Îòíîøåíèå ϕ ≡ ψ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,ò.å. äëÿ ëþáûõ
ôîðìóë ϕ, ψ, χ ÈÂ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) ϕ ≡ ϕ;

b) ϕ ≡ ψ =⇒ ψ ≡ ϕ;

c) ϕ ≡ ψ, ψ ≡ χ =⇒ ϕ ≡ χ.



42

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 1

Îòíîøåíèå ϕ ≡ ψ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè,ò.å. äëÿ ëþáûõ
ôîðìóë ϕ, ψ, χ ÈÂ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) ϕ ≡ ϕ;

b) ϕ ≡ ψ =⇒ ψ ≡ ϕ;

c) ϕ ≡ ψ, ψ ≡ χ =⇒ ϕ ≡ χ.

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 2

Åñëè ϕ ≡ ψ, òî ` ϕ⇐⇒` ψ.



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ

1) ` ϕ→ ϕ;



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ

1) ` ϕ→ ϕ;

2) ϕ ∧ ψ ` ϕ;



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ

1) ` ϕ→ ϕ;

2) ϕ ∧ ψ ` ϕ;

3) ϕ ∧ ψ ` ψ;



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ

1) ` ϕ→ ϕ;

2) ϕ ∧ ψ ` ϕ;

3) ϕ ∧ ψ ` ψ;

4) ϕ,ψ ` ϕ ∧ ψ;



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ

1) ` ϕ→ ϕ;

2) ϕ ∧ ψ ` ϕ;

3) ϕ ∧ ψ ` ψ;

4) ϕ,ψ ` ϕ ∧ ψ;

5) ϕ→ ψ,ψ → χ ` ϕ→ χ (ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè);



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ

1) ` ϕ→ ϕ;

2) ϕ ∧ ψ ` ϕ;

3) ϕ ∧ ψ ` ψ;

4) ϕ,ψ ` ϕ ∧ ψ;

5) ϕ→ ψ,ψ → χ ` ϕ→ χ (ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè);

6) ϕ→ (ψ → χ) ≡ ψ → (ϕ→ χ) (ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïîñûëîê);



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ

1) ` ϕ→ ϕ;

2) ϕ ∧ ψ ` ϕ;

3) ϕ ∧ ψ ` ψ;

4) ϕ,ψ ` ϕ ∧ ψ;

5) ϕ→ ψ,ψ → χ ` ϕ→ χ (ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè);

6) ϕ→ (ψ → χ) ≡ ψ → (ϕ→ χ) (ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïîñûëîê);

7) ϕ→ (ψ → χ) ≡ ψ∧ϕ→ χ (ñâîéñòâî ñîåäèíåíèÿ è ðàçúåäèíåíèÿ ïîñûëîê);



43

ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÂÎÄÈÌÛÕ È ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÕ

ÔÎÐÌÓË ÈÂ

1) ` ϕ→ ϕ;

2) ϕ ∧ ψ ` ϕ;

3) ϕ ∧ ψ ` ψ;

4) ϕ,ψ ` ϕ ∧ ψ;

5) ϕ→ ψ,ψ → χ ` ϕ→ χ (ñâîéñòâî òðàíçèòèâíîñòè);

6) ϕ→ (ψ → χ) ≡ ψ → (ϕ→ χ) (ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ïîñûëîê);

7) ϕ→ (ψ → χ) ≡ ψ∧ϕ→ χ (ñâîéñòâî ñîåäèíåíèÿ è ðàçúåäèíåíèÿ ïîñûëîê);

8) ϕ→ ψ ≡ ¬ψ → ¬ϕ (ñâîéñòâî êîíòðàïîçèöèè).



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3

Åñëè ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2, òî



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3

Åñëè ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2, òî

a)ϕ1 ∧ ϕ2 ≡ ψ1 ∧ ψ2,



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3

Åñëè ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2, òî

a)ϕ1 ∧ ϕ2 ≡ ψ1 ∧ ψ2, b)ϕ1 ∨ ϕ2 ≡ ψ1 ∨ ψ2,



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3

Åñëè ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2, òî

a)ϕ1 ∧ ϕ2 ≡ ψ1 ∧ ψ2, b)ϕ1 ∨ ϕ2 ≡ ψ1 ∨ ψ2,

c)ϕ1 → ϕ2 ≡ ψ1 → ψ2,



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3

Åñëè ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2, òî

a)ϕ1 ∧ ϕ2 ≡ ψ1 ∧ ψ2, b)ϕ1 ∨ ϕ2 ≡ ψ1 ∨ ψ2,

c)ϕ1 → ϕ2 ≡ ψ1 → ψ2, d)¬ϕ1 ≡ ¬ψ1.



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3

Åñëè ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2, òî

a)ϕ1 ∧ ϕ2 ≡ ψ1 ∧ ψ2, b)ϕ1 ∨ ϕ2 ≡ ψ1 ∨ ψ2,

c)ϕ1 → ϕ2 ≡ ψ1 → ψ2, d)¬ϕ1 ≡ ¬ψ1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2.



44

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 3

Åñëè ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2, òî

a)ϕ1 ∧ ϕ2 ≡ ψ1 ∧ ψ2, b)ϕ1 ∨ ϕ2 ≡ ψ1 ∨ ψ2,

c)ϕ1 → ϕ2 ≡ ψ1 → ψ2, d)¬ϕ1 ≡ ¬ψ1.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü ϕ1 ≡ ψ1 è ϕ2 ≡ ψ2.

Äîêàæåì ` ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2.
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:



45

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:

1) ϕ1 → ψ1, òàê êàê ϕ1 ≡ ψ1;



45

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:

1) ϕ1 → ψ1, òàê êàê ϕ1 ≡ ψ1;

2) ϕ2 → ψ2, òàê êàê ϕ2 ≡ ψ2;



45

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:

1) ϕ1 → ψ1, òàê êàê ϕ1 ≡ ψ1;

2) ϕ2 → ψ2, òàê êàê ϕ2 ≡ ψ2;

3) ψ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 6;



45

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:

1) ϕ1 → ψ1, òàê êàê ϕ1 ≡ ψ1;

2) ϕ2 → ψ2, òàê êàê ϕ2 ≡ ψ2;

3) ψ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 6;

4) ϕ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;



45

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:

1) ϕ1 → ψ1, òàê êàê ϕ1 ≡ ψ1;

2) ϕ2 → ψ2, òàê êàê ϕ2 ≡ ψ2;

3) ψ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 6;

4) ϕ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

5) ψ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 7;



45

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:

1) ϕ1 → ψ1, òàê êàê ϕ1 ≡ ψ1;

2) ϕ2 → ψ2, òàê êàê ϕ2 ≡ ψ2;

3) ψ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 6;

4) ϕ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

5) ψ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 7;

6) ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 2 è 5 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;



45

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:

1) ϕ1 → ψ1, òàê êàê ϕ1 ≡ ψ1;

2) ϕ2 → ψ2, òàê êàê ϕ2 ≡ ψ2;

3) ψ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 6;

4) ϕ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

5) ψ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 7;

6) ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 2 è 5 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

7) (ϕ1 → ψ1∨ψ2) → ((ϕ2 → ψ1∨ψ2) → (ϕ1∨ϕ2 → ψ1∨ψ2)) � ñõåìà àêñèîì
8;
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:

1) ϕ1 → ψ1, òàê êàê ϕ1 ≡ ψ1;

2) ϕ2 → ψ2, òàê êàê ϕ2 ≡ ψ2;

3) ψ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 6;

4) ϕ1 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 1 è 3 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

5) ψ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 7;

6) ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 2 è 5 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

7) (ϕ1 → ψ1∨ψ2) → ((ϕ2 → ψ1∨ψ2) → (ϕ1∨ϕ2 → ψ1∨ψ2)) � ñõåìà àêñèîì
8;

8) (ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2) → (ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2) � ê ïï. 4 è 7 ïðèìåíèëè ïðàâèëî
âûâîäà;
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2:
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2) ϕ2 → ψ2, òàê êàê ϕ2 ≡ ψ2;
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5) ψ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ñõåìà àêñèîì 7;
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7) (ϕ1 → ψ1∨ψ2) → ((ϕ2 → ψ1∨ψ2) → (ϕ1∨ϕ2 → ψ1∨ψ2)) � ñõåìà àêñèîì
8;

8) (ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2) → (ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2) � ê ïï. 4 è 7 ïðèìåíèëè ïðàâèëî
âûâîäà;

9) ϕ1 ∨ ϕ2 → ψ1 ∨ ψ2 � ê ïï. 6 è 8 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÂ, ψ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ íà ôîðìóëó ψ′. Òîãäà åñëè ψ ≡ ψ′, òî ϕ ≡ ϕ′.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÂ, ψ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ íà ôîðìóëó ψ′. Òîãäà åñëè ψ ≡ ψ′, òî ϕ ≡ ϕ′.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè ψ 
 ϕ, òî òåîðåìà òðèâèàëüíà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÂ, ψ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ íà ôîðìóëó ψ′. Òîãäà åñëè ψ ≡ ψ′, òî ϕ ≡ ϕ′.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè ψ 
 ϕ, òî òåîðåìà òðèâèàëüíà.Äàëåå èíäóêöèåé
ïî äëèíå ôîðìóëû ϕ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÂ, ψ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ íà ôîðìóëó ψ′. Òîãäà åñëè ψ ≡ ψ′, òî ϕ ≡ ϕ′.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè ψ 
 ϕ, òî òåîðåìà òðèâèàëüíà.Äàëåå èíäóêöèåé
ïî äëèíå ôîðìóëû ϕ.Åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ 
 ϕ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÂ, ψ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ ïóòåì
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ïî äëèíå ôîðìóëû ϕ.Åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ 
 ϕ.

Èíäóêöèîííûé øàã ðàñïàäàåòñÿ íà 4 ñëó÷àÿ:
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÂ, ψ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ ïóòåì
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 ϕ, òî òåîðåìà òðèâèàëüíà.Äàëåå èíäóêöèåé
ïî äëèíå ôîðìóëû ϕ.Åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ 
 ϕ.

Èíäóêöèîííûé øàã ðàñïàäàåòñÿ íà 4 ñëó÷àÿ:

a) ϕ 
 ϕ1 ∧ ϕ2;



46

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ
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 ϕ.

Èíäóêöèîííûé øàã ðàñïàäàåòñÿ íà 4 ñëó÷àÿ:

a) ϕ 
 ϕ1 ∧ ϕ2; b) ϕ 
 ϕ1 ∨ ϕ2;
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÂ, ψ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ íà ôîðìóëó ψ′. Òîãäà åñëè ψ ≡ ψ′, òî ϕ ≡ ϕ′.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè ψ 
 ϕ, òî òåîðåìà òðèâèàëüíà.Äàëåå èíäóêöèåé
ïî äëèíå ôîðìóëû ϕ.Åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ 
 ϕ.

Èíäóêöèîííûé øàã ðàñïàäàåòñÿ íà 4 ñëó÷àÿ:

a) ϕ 
 ϕ1 ∧ ϕ2; b) ϕ 
 ϕ1 ∨ ϕ2;

c) ϕ 
 ϕ1 → ϕ2; b) ϕ 
 ¬ϕ1.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÂ, ψ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ′ ïîëó÷àåòñÿ èç ϕ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ íà ôîðìóëó ψ′. Òîãäà åñëè ψ ≡ ψ′, òî ϕ ≡ ϕ′.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Åñëè ψ 
 ϕ, òî òåîðåìà òðèâèàëüíà.Äàëåå èíäóêöèåé
ïî äëèíå ôîðìóëû ϕ.Åñëè ϕ � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ 
 ϕ.

Èíäóêöèîííûé øàã ðàñïàäàåòñÿ íà 4 ñëó÷àÿ:

a) ϕ 
 ϕ1 ∧ ϕ2; b) ϕ 
 ϕ1 ∨ ϕ2;

c) ϕ 
 ϕ1 → ϕ2; b) ϕ 
 ¬ϕ1.

Ëþáîå âõîæäåíèå ψ 6
 ϕ ñîäåðæèòñÿ ëèáî â ϕ1, ëèáî ϕ2, ïîýòîìó
ýêâèâàëåíòíîñòü ϕ ≡ ϕ′ ñëåäóåò èç èíäóêöèîííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ è
óòâåðæäåíèÿ 3.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÈÂ
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÈÂ

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÈÂ

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè

2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÈÂ

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè

2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè

3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÈÂ
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çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè

3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè

4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÈÂ

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè

2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè

3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè

4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè

5)¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ 5′)¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ
çàêîíû äå Ìîðãàíà
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÈ ÈÂ

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè

2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè

3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè

4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè

5)¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ 5′)¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ
çàêîíû äå Ìîðãàíà
6) ` ϕ ∨ ¬ϕ
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì çàêîí äå Ìîðãàíà ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì çàêîí äå Ìîðãàíà ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬(ϕ ∧ ψ) → ¬ϕ ∨ ¬ψ èç ∅:
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì çàêîí äå Ìîðãàíà ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬(ϕ ∧ ψ) → ¬ϕ ∨ ¬ψ èç ∅:

1) (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ) → ((¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ψ) → (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ ∧ ψ)) �
ñõåìà àêñèîì 5;
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì çàêîí äå Ìîðãàíà ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ.
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ñõåìà àêñèîì 5;

2) ¬ϕ→ ¬ϕ ∨ ¬ψ � ñõåìà àêñèîì 6;
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2) ¬ϕ→ ¬ϕ ∨ ¬ψ � ñõåìà àêñèîì 6;

3) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬¬ϕ � ê ï. 2 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;
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4) ¬¬ϕ→ ϕ � ñõåìà àêñèîì 10;

5) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ � ê ïï. 3 è 4 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;
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5) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ � ê ïï. 3 è 4 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

6) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ψ � ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ôîðìóëå 5;
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬(ϕ ∧ ψ) → ¬ϕ ∨ ¬ψ èç ∅:

1) (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ) → ((¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ψ) → (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ ∧ ψ)) �
ñõåìà àêñèîì 5;

2) ¬ϕ→ ¬ϕ ∨ ¬ψ � ñõåìà àêñèîì 6;

3) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬¬ϕ � ê ï. 2 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

4) ¬¬ϕ→ ϕ � ñõåìà àêñèîì 10;

5) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ � ê ïï. 3 è 4 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

6) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ψ � ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ôîðìóëå 5;

7) (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ψ) → (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ ∧ ψ) � ê ïï.5 è 1 ïðèìåíèëè
ïðàâèëî âûâîäà;
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì çàêîí äå Ìîðãàíà ¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬(ϕ ∧ ψ) → ¬ϕ ∨ ¬ψ èç ∅:

1) (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ) → ((¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ψ) → (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ ∧ ψ)) �
ñõåìà àêñèîì 5;

2) ¬ϕ→ ¬ϕ ∨ ¬ψ � ñõåìà àêñèîì 6;

3) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬¬ϕ � ê ï. 2 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

4) ¬¬ϕ→ ϕ � ñõåìà àêñèîì 10;

5) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ � ê ïï. 3 è 4 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5;

6) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ψ � ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íî ôîðìóëå 5;

7) (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ψ) → (¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ ∧ ψ) � ê ïï.5 è 1 ïðèìåíèëè
ïðàâèëî âûâîäà;

8) ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → ϕ ∧ ψ � ê ïï. 6 è 7 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà;
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9) ¬(ϕ ∧ ψ) → ¬¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) � ê ï. 7 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;
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9) ¬(ϕ ∧ ψ) → ¬¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) � ê ï. 7 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

10) ¬¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → (¬ϕ ∨ ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 10;
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9) ¬(ϕ ∧ ψ) → ¬¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) � ê ï. 7 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

10) ¬¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) → (¬ϕ ∨ ¬ψ) � ñõåìà àêñèîì 10;

11) ¬(ϕ ∧ ψ) → ¬ϕ ∨ ¬ψ - ê ïï. 9 è 10 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 5.
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬ϕ ∨ ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) èç ∅:
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬ϕ ∨ ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) èç ∅:

1) (¬ϕ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ))) �
ñõåìà àêñèîì 8;
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬ϕ ∨ ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) èç ∅:

1) (¬ϕ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ))) �
ñõåìà àêñèîì 8;

2) ϕ ∧ ψ → ϕ � ñõåìà àêñèîì 3;
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬ϕ ∨ ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) èç ∅:

1) (¬ϕ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ))) �
ñõåìà àêñèîì 8;

2) ϕ ∧ ψ → ϕ � ñõåìà àêñèîì 3;

3) ¬ϕ→ ¬(ϕ ∧ ψ) � ê ï. 2 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬ϕ ∨ ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) èç ∅:

1) (¬ϕ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ))) �
ñõåìà àêñèîì 8;

2) ϕ ∧ ψ → ϕ � ñõåìà àêñèîì 3;

3) ¬ϕ→ ¬(ϕ ∧ ψ) � ê ï. 2 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

4) ϕ ∧ ψ → ψ � ñõåìà àêñèîì 4;
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬ϕ ∨ ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) èç ∅:

1) (¬ϕ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ))) �
ñõåìà àêñèîì 8;

2) ϕ ∧ ψ → ϕ � ñõåìà àêñèîì 3;

3) ¬ϕ→ ¬(ϕ ∧ ψ) � ê ï. 2 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

4) ϕ ∧ ψ → ψ � ñõåìà àêñèîì 4;

5) ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) � ê ï. 4 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;



50

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬ϕ ∨ ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) èç ∅:

1) (¬ϕ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ))) �
ñõåìà àêñèîì 8;

2) ϕ ∧ ψ → ϕ � ñõåìà àêñèîì 3;

3) ¬ϕ→ ¬(ϕ ∧ ψ) � ê ï. 2 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

4) ϕ ∧ ψ → ψ � ñõåìà àêñèîì 4;

5) ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) � ê ï. 4 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

6) (¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ)) � ê ïï. 3 è 1 ïðèìåíèëè
ïðàâèëî âûâîäà;
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Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ¬ϕ ∨ ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) èç ∅:

1) (¬ϕ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ))) �
ñõåìà àêñèîì 8;

2) ϕ ∧ ψ → ϕ � ñõåìà àêñèîì 3;

3) ¬ϕ→ ¬(ϕ ∧ ψ) � ê ï. 2 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

4) ϕ ∧ ψ → ψ � ñõåìà àêñèîì 4;

5) ¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ) � ê ï. 4 ïðèìåíèëè ñâîéñòâî 8;

6) (¬ψ → ¬(ϕ ∧ ψ)) → ((¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ)) � ê ïï. 3 è 1 ïðèìåíèëè
ïðàâèëî âûâîäà;

7) (¬ϕ ∨ ¬ψ) → ¬(ϕ ∧ ψ) � ê 5 è 6 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà.
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÂ
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÂ

• Åñëè x � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, δ ∈ {0, 1}, òî âûðàæåíèå xδ

íàçûâàåòñÿ ËÈÒÅÐÎÉ, ãäå xδ = x, åñëè δ = 1, è xδ = ¬x, åñëè δ = 0.
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÂ

• Åñëè x � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, δ ∈ {0, 1}, òî âûðàæåíèå xδ

íàçûâàåòñÿ ËÈÒÅÐÎÉ, ãäå xδ = x, åñëè δ = 1, è xδ = ¬x, åñëè δ = 0.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÊÎÍÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ëèòåð.
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÂ

• Åñëè x � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, δ ∈ {0, 1}, òî âûðàæåíèå xδ

íàçûâàåòñÿ ËÈÒÅÐÎÉ, ãäå xδ = x, åñëè δ = 1, è xδ = ¬x, åñëè δ = 0.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÊÎÍÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ëèòåð.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÄÈÇÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ëèòåð.
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÂ

• Åñëè x � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, δ ∈ {0, 1}, òî âûðàæåíèå xδ

íàçûâàåòñÿ ËÈÒÅÐÎÉ, ãäå xδ = x, åñëè δ = 1, è xδ = ¬x, åñëè δ = 0.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÊÎÍÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ëèòåð.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÄÈÇÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ëèòåð.

• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).
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ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ È ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÛÅ

ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÂ

• Åñëè x � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, δ ∈ {0, 1}, òî âûðàæåíèå xδ

íàçûâàåòñÿ ËÈÒÅÐÎÉ, ãäå xδ = x, åñëè δ = 1, è xδ = ¬x, åñëè δ = 0.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÊÎÍÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèÿ ëèòåð.

• ÝËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÉ ÄÈÇÚÞÍÊÖÈÅÉ íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèÿ ëèòåð.

• Äèçúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÄÍÔ).

• Êîíúþíêöèÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ (ÊÍÔ).
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.

2) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÊÍÔ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.

2) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÊÍÔ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.

2) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÊÍÔ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.

2) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÊÍÔ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.

2) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÊÍÔ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà. Òàê êàê

ϕ1 → ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ1, ϕ2, òî äëÿ ôîðìóëû ϕ, ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç
òåîðåìó î çàìåíå, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ψ1 ≡ ϕ, íå ñîäåðæàùóþ çíàêà
→.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.

2) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÊÍÔ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà. Òàê êàê

ϕ1 → ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ1, ϕ2, òî äëÿ ôîðìóëû ϕ, ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç
òåîðåìó î çàìåíå, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ψ1 ≡ ϕ, íå ñîäåðæàùóþ çíàêà
→.

Ïîëüçóÿñü çàêîíàìè äå Ìîðãàíà, çàêîíîì äâîéíîãî îòðèöèíèÿ è òåîðåìîé
î çàìåíå, äëÿ ôîðìóëû ψ1 ìîæíî ïîëó÷èò ôîðìóëó ψ2 ≡ ψ1, ñèìâîëû
îòðèöàíèÿ â êîòîðîé ñòîÿò ïåðåä ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 3

1) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÄÍÔ.

2) Ëþáàÿ ôîðìóëà ÈÂ ýêâèâàëåíòíà íåêîòîðîé ÊÍÔ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà. Òàê êàê

ϕ1 → ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ1, ϕ2, òî äëÿ ôîðìóëû ϕ, ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç
òåîðåìó î çàìåíå, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ψ1 ≡ ϕ, íå ñîäåðæàùóþ çíàêà
→.

Ïîëüçóÿñü çàêîíàìè äå Ìîðãàíà, çàêîíîì äâîéíîãî îòðèöèíèÿ è òåîðåìîé
î çàìåíå, äëÿ ôîðìóëû ψ1 ìîæíî ïîëó÷èò ôîðìóëó ψ2 ≡ ψ1, ñèìâîëû
îòðèöàíèÿ â êîòîðîé ñòîÿò ïåðåä ïðîïîçèöèîíàëüíûìè ïåðåìåííûìè.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ2 � ÊÍÔ.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ2 � ÊÍÔ.

2) Ïóñòü ψ2 
 ϕ1 ∧ ϕ2, χ1,≡ ϕ1, χ2 ≡ ϕ2, ϕ1 è ϕ2 � ÊÍÔ. Ïî òåîðåìå î
çàìåíå ψ2 ≡ χ1 ∧ χ2 � ÊÍÔ.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ2 � ÊÍÔ.

2) Ïóñòü ψ2 
 ϕ1 ∧ ϕ2, χ1,≡ ϕ1, χ2 ≡ ϕ2, ϕ1 è ϕ2 � ÊÍÔ. Ïî òåîðåìå î
çàìåíå ψ2 ≡ χ1 ∧ χ2 � ÊÍÔ.

3) Ïóñòü ψ2 
 ϕ1 ∨ ϕ2, χ1 ≡ ϕ1, χ2 ≡ ϕ2, ϕ1 è ϕ2 � ÊÍÔ, χ1 

∧

0≤i≤n

χi
1,

χ2 

∧

0≤i≤m

χi
2, ãäå χ

i
1, χ

j
2 (0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m) � äèçúþíêòû.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ψ2 � ÊÍÔ.

2) Ïóñòü ψ2 
 ϕ1 ∧ ϕ2, χ1,≡ ϕ1, χ2 ≡ ϕ2, ϕ1 è ϕ2 � ÊÍÔ. Ïî òåîðåìå î
çàìåíå ψ2 ≡ χ1 ∧ χ2 � ÊÍÔ.

3) Ïóñòü ψ2 
 ϕ1 ∨ ϕ2, χ1 ≡ ϕ1, χ2 ≡ ϕ2, ϕ1 è ϕ2 � ÊÍÔ, χ1 

∧

0≤i≤n

χi
1,

χ2 

∧

0≤i≤m

χi
2, ãäå χ

i
1, χ

j
2 (0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m) � äèçúþíêòû.

Ïî çàêîíàì àññîöèàòèâíîñòè, äèñòðèáóòèâíîñòè è êîììóòàòèâíîñòè

χ1 ∨ χ2 ≡
∧

0≤i≤n

∧
0≤j≤m

(χi
1 ∨ χ

j
2) 
 ψ − ÊÍÔ.

Ïî òåîðåìå î çàìåíå ψ2 ≡ ψ.



54

ÏÎËÍÎÒÀ ÈÂ
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ÏÎËÍÎÒÀ ÈÂ

• Ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) ÈÂ íàçûâàåòñÿ ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎ ÈÑÒÈÍÍÎÉ
(îáîçíà÷àåòñÿ |= ϕ), åñëè çíà÷åíèå ôîðìóëû ϕ ðàâíî åäèíèöå ïðè ëþáûõ
íàáîðàõ çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.
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ÏÎËÍÎÒÀ ÈÂ

• Ôîðìóëà ϕ(x1, . . . , xn) ÈÂ íàçûâàåòñÿ ÒÎÆÄÅÑÒÂÅÍÍÎ ÈÑÒÈÍÍÎÉ
(îáîçíà÷àåòñÿ |= ϕ), åñëè çíà÷åíèå ôîðìóëû ϕ ðàâíî åäèíèöå ïðè ëþáûõ
íàáîðàõ çíà÷åíèé ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÏÎËÍÎÒÅ ÈÂ

` ϕ⇐⇒|= ϕ.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ` ϕ.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ` ϕ.

Èíäóêöèÿ ïî ìèíèìàëüíîìó n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò âûâîä ψ0, . . . , ψn

(ψn 
 ϕ), ôîðìóëû ϕ.



55

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ` ϕ.

Èíäóêöèÿ ïî ìèíèìàëüíîìó n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò âûâîä ψ0, . . . , ψn

(ψn 
 ϕ), ôîðìóëû ϕ.

1) Åñëè n = 0, òî ϕ �
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ` ϕ.

Èíäóêöèÿ ïî ìèíèìàëüíîìó n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò âûâîä ψ0, . . . , ψn

(ψn 
 ϕ), ôîðìóëû ϕ.

1) Åñëè n = 0, òî ϕ � àêñèîìà. Íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì (íàïðèìåð,
ïîñòðîèâ òàáëèöû èñòèííîñòè) ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå àêñèîìû ÈÂ
� òîæäåñòâåííî èñòèííûå ôîðìóëû.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ` ϕ.

Èíäóêöèÿ ïî ìèíèìàëüíîìó n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò âûâîä ψ0, . . . , ψn

(ψn 
 ϕ), ôîðìóëû ϕ.

1) Åñëè n = 0, òî ϕ � àêñèîìà. Íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì (íàïðèìåð,
ïîñòðîèâ òàáëèöû èñòèííîñòè) ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå àêñèîìû ÈÂ
� òîæäåñòâåííî èñòèííûå ôîðìóëû.

2) Ïóñòü n > 0.
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ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ` ϕ.

Èíäóêöèÿ ïî ìèíèìàëüíîìó n, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò âûâîä ψ0, . . . , ψn

(ψn 
 ϕ), ôîðìóëû ϕ.

1) Åñëè n = 0, òî ϕ � àêñèîìà. Íåïîñðåäñòâåííûì îáðàçîì (íàïðèìåð,
ïîñòðîèâ òàáëèöû èñòèííîñòè) ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âñå àêñèîìû ÈÂ
� òîæäåñòâåííî èñòèííûå ôîðìóëû.

2) Ïóñòü n > 0. Èç ìèíèìàëüíîñòè n èìååì, ÷òî ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç ψi è
ψj 
 (ψi → ϕ) äëÿ i, j < n ïî ïðàâèëó âûâîäà. Â ñèëó èíäóêöèîííîãî
ïðåäïîëîæåíèÿ,

|= ψi, |= ψi → ϕ.

ßñíî, ÷òî òîãäà |= ϕ.
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ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÎÑÒÜ ÈÂ

• Èñ÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÛÌ, åñëè íå âñå åãî ôîðìóëû
äîêàçóåìû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 4

ÈÂ íåïðîòèâîðå÷èâî.
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ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÎÑÒÜ ÈÂ

• Èñ÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÛÌ, åñëè íå âñå åãî ôîðìóëû
äîêàçóåìû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 4

ÈÂ íåïðîòèâîðå÷èâî.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.

Ïî òåîðåìå î ïîëíîòå ëþáàÿ ôîðìóëà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííîé,
íå äîêàçóåìà â ÈÂ. Íàïðèìåð, òàêîé ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà x ∧ ¬x.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÈÂ íåïðîòèâîðå÷èâî.
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ËÎÃÈÊÀ ÏÐÅÄÈÊÀÒÎÂ
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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ. ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ
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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ. ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ

• n�ÌÅÑÒÍÛÌ ÏÐÅÄÈÊÀÒÎÌ (ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ) ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ A
íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà An.
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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ. ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ

• n�ÌÅÑÒÍÛÌ ÏÐÅÄÈÊÀÒÎÌ (ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ) ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ A
íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà An.

• n�ÌÅÑÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÏÅÐÀÖÈÅÉ ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ A
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : An → A, ãäå An � n�ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà
A.
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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ. ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ

• n�ÌÅÑÒÍÛÌ ÏÐÅÄÈÊÀÒÎÌ (ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ) ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ A
íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà An.

• n�ÌÅÑÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÏÅÐÀÖÈÅÉ ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ A
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : An → A, ãäå An � n�ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà
A.

• ÑÈÃÍÀÒÓÐÀ Σ � ñîâîêóïíîñòü ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ ñ
óêàçàíèåì èõ ìåñòíîñòè.
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ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÈÑÒÅÌÛ. ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ

• n�ÌÅÑÒÍÛÌ ÏÐÅÄÈÊÀÒÎÌ (ÎÒÍÎØÅÍÈÅÌ) ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ A
íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà An.

• n�ÌÅÑÒÍÎÉ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ ÎÏÅÐÀÖÈÅÉ ÍÀ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ A
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : An → A, ãäå An � n�ÿ äåêàðòîâà ñòåïåíü ìíîæåñòâà
A.

• ÑÈÃÍÀÒÓÐÀ Σ � ñîâîêóïíîñòü ïðåäèêàòíûõ è ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ ñ
óêàçàíèåì èõ ìåñòíîñòè.

• 0�ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë íàçûâàåòñÿ ÊÎÍÑÒÀÍÒÍÛÌ ñèìâîëîì,
èëè ïðîñòî ÊÎÍÑÒÀÍÒÎÉ.
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ÏÐÈÌÅÐ
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ÏÐÈÌÅÐ

Σ = {≤},
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ÏÐÈÌÅÐ

Σ = {≤}, Σ = {≤,+, ·, 0},
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ÏÐÈÌÅÐ

Σ = {≤}, Σ = {≤,+, ·, 0}, Σ = {+,−, |, 0, 1}
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• ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ A = 〈A,Σ〉 ñèãíàòóðû Σ � ýòî íåïóñòîå
ìíîæåñòâî A, ãäå êàæäîìó n�ìåñòíîìó ïðåäèêàòíîìó (ôóíêöèîíàëüíîìó)
ñèìâîëó èç Σ ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå n�ìåñòíûé ïðåäèêàò (ñîîòâåòñòâåííî
îïåðàöèÿ) íà A.
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• ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ A = 〈A,Σ〉 ñèãíàòóðû Σ � ýòî íåïóñòîå
ìíîæåñòâî A, ãäå êàæäîìó n�ìåñòíîìó ïðåäèêàòíîìó (ôóíêöèîíàëüíîìó)
ñèìâîëó èç Σ ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå n�ìåñòíûé ïðåäèêàò (ñîîòâåòñòâåííî
îïåðàöèÿ) íà A.

• ÌíîæåñòâîA íàçûâàåòñÿ ÍÎÑÈÒÅËÅÌ, èëè ÓÍÈÂÅÐÑÓÌÎÌ àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû 〈A,Σ〉.
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• ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÀß ÑÈÑÒÅÌÀ A = 〈A,Σ〉 ñèãíàòóðû Σ � ýòî íåïóñòîå
ìíîæåñòâî A, ãäå êàæäîìó n�ìåñòíîìó ïðåäèêàòíîìó (ôóíêöèîíàëüíîìó)
ñèìâîëó èç Σ ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå n�ìåñòíûé ïðåäèêàò (ñîîòâåòñòâåííî
îïåðàöèÿ) íà A.

• ÌíîæåñòâîA íàçûâàåòñÿ ÍÎÑÈÒÅËÅÌ, èëè ÓÍÈÂÅÐÑÓÌÎÌ àëãåáðàè÷åñêîé
ñèñòåìû 〈A,Σ〉.

• Ïðåäèêàòû è ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìâîëàì èç Σ, íàçûâàþòñÿ
ÈÍÒÅÐÏÐÅÒÀÖÈßÌÈ.
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ÏÐÈÌÅÐ



61

ÏÐÈÌÅÐ

1) 〈N,+, ·〉



61

ÏÐÈÌÅÐ

1) 〈N,+, ·〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.
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ÏÐÈÌÅÐ

1) 〈N,+, ·〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

2) 〈N,+, ·,′ , 1,≤〉
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ÏÐÈÌÅÐ

1) 〈N,+, ·〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

2) 〈N,+, ·,′ , 1,≤〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ≤,
äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè +, ·, îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé ′ : n 7→ n+ 1 è íóëü-
ìåñòíîé îïåðàöèåé 1.



61

ÏÐÈÌÅÐ

1) 〈N,+, ·〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

2) 〈N,+, ·,′ , 1,≤〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ≤,
äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè +, ·, îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé ′ : n 7→ n+ 1 è íóëü-
ìåñòíîé îïåðàöèåé 1.

3) 〈Z,+, :,
√

2〉
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ÏÐÈÌÅÐ

1) 〈N,+, ·〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

2) 〈N,+, ·,′ , 1,≤〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ≤,
äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè +, ·, îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé ′ : n 7→ n+ 1 è íóëü-
ìåñòíîé îïåðàöèåé 1.

3) 〈Z,+, :,
√

2〉 íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé, ïîñêîëüêó äåëåíèå íå
ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå Z, à ýëåìåíò

√
2 íå ïðèíàäëåæèò Z.
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ÏÐÈÌÅÐ

1) 〈N,+, ·〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

2) 〈N,+, ·,′ , 1,≤〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ≤,
äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè +, ·, îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé ′ : n 7→ n+ 1 è íóëü-
ìåñòíîé îïåðàöèåé 1.

3) 〈Z,+, :,
√

2〉 íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé, ïîñêîëüêó äåëåíèå íå
ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå Z, à ýëåìåíò

√
2 íå ïðèíàäëåæèò Z.

4) 〈P(U),∪,∩, ¯ , 0, 1〉
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ÏÐÈÌÅÐ

1) 〈N,+, ·〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè.

2) 〈N,+, ·,′ , 1,≤〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ ñ áèíàðíûì îòíîøåíèåì ≤,
äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè +, ·, îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé ′ : n 7→ n+ 1 è íóëü-
ìåñòíîé îïåðàöèåé 1.

3) 〈Z,+, :,
√

2〉 íå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé, ïîñêîëüêó äåëåíèå íå
ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé íà ìíîæåñòâå Z, à ýëåìåíò

√
2 íå ïðèíàäëåæèò Z.

4) 〈P(U),∪,∩, ¯ , 0, 1〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ äâóõìåñòíûìè îïåðàöèÿìè
∪ è ∩, îäíîìåñòíîé îïåðàöèåé ¯ , êîíñòàíòàìè 0 = ∅ è 1 = U , ãäå P(U) �
áóëåàí ìíîæåñòâà U .
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• Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = 〈A,Σ〉 íàçûâàåòñÿ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÎÉ ñèñòåìû
B = 〈B,Σ〉 (îáîçíà÷àåòñÿ A ⊆ B), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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• Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = 〈A,Σ〉 íàçûâàåòñÿ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÎÉ ñèñòåìû
B = 〈B,Σ〉 (îáîçíà÷àåòñÿ A ⊆ B), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) A ⊆ B;
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• Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = 〈A,Σ〉 íàçûâàåòñÿ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÎÉ ñèñòåìû
B = 〈B,Σ〉 (îáîçíà÷àåòñÿ A ⊆ B), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) A ⊆ B;

á) äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (n) ∈ Σ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíêöèé fA è fB è ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an ∈ A âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî fA(a1, a2, . . . , an) = fB(a1, a2, . . . , an), ò.å. èíòåðïðåòàöèè ñèìâîëà
f äåéñòâóþò îäèíàêîâî íà ýëåìåíòàõ èç A;
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• Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A = 〈A,Σ〉 íàçûâàåòñÿ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÎÉ ñèñòåìû
B = 〈B,Σ〉 (îáîçíà÷àåòñÿ A ⊆ B), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

à) A ⊆ B;

á) äëÿ ëþáîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ñèìâîëà f (n) ∈ Σ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíêöèé fA è fB è ëþáûõ ýëåìåíòîâ a1, a2, . . . , an ∈ A âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî fA(a1, a2, . . . , an) = fB(a1, a2, . . . , an), ò.å. èíòåðïðåòàöèè ñèìâîëà
f äåéñòâóþò îäèíàêîâî íà ýëåìåíòàõ èç A;

â) äëÿ ëþáîãî ïðåäèêàòíîãî ñèìâîëà P (n) ∈ Σ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäèêàòîâ
PA è PB ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî PA = PB ∩ An, ò.å. ïðåäèêàò PA ñîäåðæèò â
òî÷íîñòè òå êîðòåæè ïðåäèêàòà PB, êîòîðûå ñîñòîÿò èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
A.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 5



63

ÒÅÎÐÅÌÀ 5

Åñëè B � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà,X ⊆ B, X 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ïîäñèñòåìà B(X) ⊆ B ñ íîñèòåëåì B(X) òàêàÿ, ÷òî X ⊆ B(X) è B(X) ⊆ A
äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû A ⊆ B, äëÿ êîòîðîé X ⊆ A.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 5

Åñëè B � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà,X ⊆ B, X 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ïîäñèñòåìà B(X) ⊆ B ñ íîñèòåëåì B(X) òàêàÿ, ÷òî X ⊆ B(X) è B(X) ⊆ A
äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû A ⊆ B, äëÿ êîòîðîé X ⊆ A.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â êà÷åñòâå B(X) ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå íîñèòåëåé A
âñåõ ïîäñèñòåì A ⊆ B, ñîäåðæàùèõ X . Òàê êàê X ⊆ B(X), òî B(X) 6= ∅.
Åäèíñòâåííîñòü ïîäñèñòåìû B(X) î÷åâèäíà.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 5

Åñëè B � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà,X ⊆ B, X 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
ïîäñèñòåìà B(X) ⊆ B ñ íîñèòåëåì B(X) òàêàÿ, ÷òî X ⊆ B(X) è B(X) ⊆ A
äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû A ⊆ B, äëÿ êîòîðîé X ⊆ A.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Â êà÷åñòâå B(X) ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå íîñèòåëåé A
âñåõ ïîäñèñòåì A ⊆ B, ñîäåðæàùèõ X . Òàê êàê X ⊆ B(X), òî B(X) 6= ∅.
Åäèíñòâåííîñòü ïîäñèñòåìû B(X) î÷åâèäíà.

• Ïîäñèñòåìà B(X) èç òåîðåìû 1 íàçûâàåòñÿ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÎÉ, ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÎÉ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ X â B.
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ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ, ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ
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ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ, ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ

• Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ îïðåäåëèì ïîíÿòèå ÒÅÐÌÀ ñèãíàòóðû Σ:
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ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ, ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ

• Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ îïðåäåëèì ïîíÿòèå ÒÅÐÌÀ ñèãíàòóðû Σ:

1) ïåðåìåííûå è êîíñòàíòíûå ñèìâîëû èç Σ ñóòü òåðìû;
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ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ, ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ

• Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ îïðåäåëèì ïîíÿòèå ÒÅÐÌÀ ñèãíàòóðû Σ:

1) ïåðåìåííûå è êîíñòàíòíûå ñèìâîëû èç Σ ñóòü òåðìû;

2) åñëè f ∈ Σ � n-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, t1, t2, . . . , tn � òåðìû, òî
f(t1, t2, . . . , tn) � òåðì;



64

ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÛ, ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ

• Èíäóêöèåé ïî ïîñòðîåíèþ îïðåäåëèì ïîíÿòèå ÒÅÐÌÀ ñèãíàòóðû Σ:

1) ïåðåìåííûå è êîíñòàíòíûå ñèìâîëû èç Σ ñóòü òåðìû;

2) åñëè f ∈ Σ � n-ìåñòíûé ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, t1, t2, . . . , tn � òåðìû, òî
f(t1, t2, . . . , tn) � òåðì;

3) íèêàêèõ òåðìîâ, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1,2, íåò.
Ìíîæåñòâî âñåõ òåðìîâ ñèãíàòóðû Σ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç T (Σ).
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ÏÐÈÌÅÐ
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y � òåðìû Σ
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y � òåðìû Σ

x+ y ≤ (0 + ) · x
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y � òåðìû Σ

x+ y ≤ (0 + ) · x íå òåðì Σ
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y � òåðìû Σ

x+ y ≤ (0 + ) · x íå òåðì Σ

2) Ïóñòü Σ = {f (3), g(1), h(2)}
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y � òåðìû Σ

x+ y ≤ (0 + ) · x íå òåðì Σ

2) Ïóñòü Σ = {f (3), g(1), h(2)}

h(f(x1, x2, x3), g(x2)), g(f(h(x1, x2), x1, g(x2))
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y � òåðìû Σ
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y � òåðìû Σ

x+ y ≤ (0 + ) · x íå òåðì Σ

2) Ïóñòü Σ = {f (3), g(1), h(2)}

h(f(x1, x2, x3), g(x2)), g(f(h(x1, x2), x1, g(x2)) � òåðìû Σ

h(x1, f(x1, x3))
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü Σ = {+, ·,≤, 0}

0, x, x+ y, z · (x+ z) + 0 · y � òåðìû Σ

x+ y ≤ (0 + ) · x íå òåðì Σ

2) Ïóñòü Σ = {f (3), g(1), h(2)}

h(f(x1, x2, x3), g(x2)), g(f(h(x1, x2), x1, g(x2)) � òåðìû Σ

h(x1, f(x1, x3)) íå òåðì Σ
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Ïóñòü t(x1, . . . , xk) � òåðì èç T (Σ), âñå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ ñðåäè
x1, . . . , xk; A = 〈A,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.
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Ïóñòü t(x1, . . . , xk) � òåðì èç T (Σ), âñå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ ñðåäè
x1, . . . , xk; A = 〈A,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

• ÇÍÀ×ÅÍÈÅ ÒÅÐÌÀ t ïðè çíà÷åíèÿõ a1, . . . , ak ∈ A ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xk (t(a1, . . . , ak)) îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:
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Ïóñòü t(x1, . . . , xk) � òåðì èç T (Σ), âñå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ ñðåäè
x1, . . . , xk; A = 〈A,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

• ÇÍÀ×ÅÍÈÅ ÒÅÐÌÀ t ïðè çíà÷åíèÿõ a1, . . . , ak ∈ A ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xk (t(a1, . . . , ak)) îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

1) åñëè t åñòü ïåðåìåííàÿ xi (êîíñòàíòíûé ñèìâîë c), òî çíà÷åíèå t åñòü ai (c);
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Ïóñòü t(x1, . . . , xk) � òåðì èç T (Σ), âñå ïåðåìåííûå êîòîðîãî ñîäåðæàòñÿ ñðåäè
x1, . . . , xk; A = 〈A,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

• ÇÍÀ×ÅÍÈÅ ÒÅÐÌÀ t ïðè çíà÷åíèÿõ a1, . . . , ak ∈ A ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xk (t(a1, . . . , ak)) îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíäóêöèè:

1) åñëè t åñòü ïåðåìåííàÿ xi (êîíñòàíòíûé ñèìâîë c), òî çíà÷åíèå t åñòü ai (c);

2) åñëè òåðì t åñòü f(t1, . . . , tn), à çíà÷åíèÿ t1, . . . , tn ñóòü b1, . . . , bn, òî
çíà÷åíèå òåðìà t åñòü f(b1, . . . , tn).



67

ÒÅÎÐÅÌÀ 6
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6

Åñëè B = 〈B,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ∅ 6= X ⊆ B, òî íîñèòåëü
ïîäñèñòåìû B(X) ðàâåí {t(a1, . . . , an) | t ∈ T (Σ), a1, . . . , an ∈ X}.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6

Åñëè B = 〈B,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ∅ 6= X ⊆ B, òî íîñèòåëü
ïîäñèñòåìû B(X) ðàâåí {t(a1, . . . , an) | t ∈ T (Σ), a1, . . . , an ∈ X}.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.



67

ÒÅÎÐÅÌÀ 6

Åñëè B = 〈B,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ∅ 6= X ⊆ B, òî íîñèòåëü
ïîäñèñòåìû B(X) ðàâåí {t(a1, . . . , an) | t ∈ T (Σ), a1, . . . , an ∈ X}.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó øàãîâ ïîñòðîåíèÿ òåðìà t
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè t(x1, x2, . . . , xn) ∈ T (Σ) è a1, . . . , an ∈ X , òî
t(a1, . . . , an) ∈ A äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû A ⊆ B, ñîäåðæàùåé X .
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6

Åñëè B = 〈B,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ∅ 6= X ⊆ B, òî íîñèòåëü
ïîäñèñòåìû B(X) ðàâåí {t(a1, . . . , an) | t ∈ T (Σ), a1, . . . , an ∈ X}.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó øàãîâ ïîñòðîåíèÿ òåðìà t
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè t(x1, x2, . . . , xn) ∈ T (Σ) è a1, . . . , an ∈ X , òî
t(a1, . . . , an) ∈ A äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû A ⊆ B, ñîäåðæàùåé X .
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Y = {t(a1, . . . , an)|t ∈
T (Σ), a1, . . . , an ∈ X} çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñèñòåìû B.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6

Åñëè B = 〈B,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ∅ 6= X ⊆ B, òî íîñèòåëü
ïîäñèñòåìû B(X) ðàâåí {t(a1, . . . , an) | t ∈ T (Σ), a1, . . . , an ∈ X}.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó øàãîâ ïîñòðîåíèÿ òåðìà t
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè t(x1, x2, . . . , xn) ∈ T (Σ) è a1, . . . , an ∈ X , òî
t(a1, . . . , an) ∈ A äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû A ⊆ B, ñîäåðæàùåé X .
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Y = {t(a1, . . . , an)|t ∈
T (Σ), a1, . . . , an ∈ X} çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñèñòåìû B. Ïóñòü
f (n) ∈ T (Σ), t1, . . . , tm ∈ T (Σ), bi = t(a1, . . . , an), i ∈ {1, . . . ,m}.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 6

Åñëè B = 〈B,Σ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, ∅ 6= X ⊆ B, òî íîñèòåëü
ïîäñèñòåìû B(X) ðàâåí {t(a1, . . . , an) | t ∈ T (Σ), a1, . . . , an ∈ X}.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó øàãîâ ïîñòðîåíèÿ òåðìà t
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè t(x1, x2, . . . , xn) ∈ T (Σ) è a1, . . . , an ∈ X , òî
t(a1, . . . , an) ∈ A äëÿ ëþáîé ïîäñèñòåìû A ⊆ B, ñîäåðæàùåé X .
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî Y = {t(a1, . . . , an)|t ∈
T (Σ), a1, . . . , an ∈ X} çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñèñòåìû B. Ïóñòü
f (n) ∈ T (Σ), t1, . . . , tm ∈ T (Σ), bi = t(a1, . . . , an), i ∈ {1, . . . ,m}. Òîãäà
f(b1, . . . , bm) ∈ Y , ïîñêîëüêó f(t1, . . . , tm) ∈ T (Σ).

Òàêèì îáðàçîì, íîñèòåëü ïîäñèñòåìû B(X) ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ ïðè ïîäñòàíîâêå ýëåìåíòîâ èç X â òåðìû.
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ÏÐÈÌÅÐ
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü B = 〈Q, ·〉, X = {1
2}.
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü B = 〈Q, ·〉, X = {1
2}.

Òîãäà T (Σ) = {x1, x1 · x2, (x1 · x2) · x3, x1 · (x2 · x3), . . .}.
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1) Ïóñòü B = 〈Q, ·〉, X = {1
2}.
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2 ·

1
2, ·
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2 ·
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2 ·
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2,
1
4,

1
8,

1
16, . . .} = { 1

2n | n ≥ 1}.
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü B = 〈Q, ·〉, X = {1
2}.

Òîãäà T (Σ) = {x1, x1 · x2, (x1 · x2) · x3, x1 · (x2 · x3), . . .}.

B(X) = {1
2,

1
2 ·

1
2, ·

1
2 ·

1
2 ·

1
2, . . .} = {1

2,
1
4,

1
8,

1
16, . . .} = { 1

2n | n ≥ 1}.

2) Ïóñòü B = 〈Q\{0}, ·, :〉, X = {1
2}.
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ÏÐÈÌÅÐ

1) Ïóñòü B = 〈Q, ·〉, X = {1
2}.

Òîãäà T (Σ) = {x1, x1 · x2, (x1 · x2) · x3, x1 · (x2 · x3), . . .}.

B(X) = {1
2,

1
2 ·

1
2, ·

1
2 ·

1
2 ·

1
2, . . .} = {1

2,
1
4,

1
8,

1
16, . . .} = { 1

2n | n ≥ 1}.

2) Ïóñòü B = 〈Q\{0}, ·, :〉, X = {1
2}.

Òîãäà B(X) = {2n | n ≥ Z}.
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ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ
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ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

• Îïðåäåëåíèå ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ:
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ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

• Îïðåäåëåíèå ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ:

1) åñëè t1, t2 ∈ T (Σ), òî t1 = t2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;
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ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

• Îïðåäåëåíèå ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ:

1) åñëè t1, t2 ∈ T (Σ), òî t1 = t2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

2) åñëè P (n) ∈ Σ � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, t1, t2, . . ., tn ∈ T (Σ), òî
P (t1, t2, . . . , tn) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;
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ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

• Îïðåäåëåíèå ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ:

1) åñëè t1, t2 ∈ T (Σ), òî t1 = t2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

2) åñëè P (n) ∈ Σ � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, t1, t2, . . ., tn ∈ T (Σ), òî
P (t1, t2, . . . , tn) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

3) íèêàêèõ àòîìàðíûõ ôîðìóë, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1, 2, íåò.
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ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

• Îïðåäåëåíèå ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ:

1) åñëè t1, t2 ∈ T (Σ), òî t1 = t2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

2) åñëè P (n) ∈ Σ � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, t1, t2, . . ., tn ∈ T (Σ), òî
P (t1, t2, . . . , tn) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

3) íèêàêèõ àòîìàðíûõ ôîðìóë, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1, 2, íåò.

• ÔÎÐÌÓËÀ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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• Îïðåäåëåíèå ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ:

1) åñëè t1, t2 ∈ T (Σ), òî t1 = t2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

2) åñëè P (n) ∈ Σ � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, t1, t2, . . ., tn ∈ T (Σ), òî
P (t1, t2, . . . , tn) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

3) íèêàêèõ àòîìàðíûõ ôîðìóë, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1, 2, íåò.

• ÔÎÐÌÓËÀ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) àòîìàðíàÿ ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà;
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ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

• Îïðåäåëåíèå ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ:

1) åñëè t1, t2 ∈ T (Σ), òî t1 = t2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

2) åñëè P (n) ∈ Σ � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, t1, t2, . . ., tn ∈ T (Σ), òî
P (t1, t2, . . . , tn) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

3) íèêàêèõ àòîìàðíûõ ôîðìóë, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1, 2, íåò.

• ÔÎÐÌÓËÀ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) àòîìàðíàÿ ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà;

2) åñëè ϕ, ψ � ôîðìóëû, òî ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ), ∀xϕ, ∃xϕ �
ôîðìóëû;
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ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

• Îïðåäåëåíèå ÀÒÎÌÀÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ:

1) åñëè t1, t2 ∈ T (Σ), òî t1 = t2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

2) åñëè P (n) ∈ Σ � ïðåäèêàòíûé ñèìâîë, t1, t2, . . ., tn ∈ T (Σ), òî
P (t1, t2, . . . , tn) � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà;

3) íèêàêèõ àòîìàðíûõ ôîðìóë, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1, 2, íåò.

• ÔÎÐÌÓËÀ ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) àòîìàðíàÿ ôîðìóëà åñòü ôîðìóëà;

2) åñëè ϕ, ψ � ôîðìóëû, òî ¬ϕ, (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ), (ϕ → ψ), ∀xϕ, ∃xϕ �
ôîðìóëû;

3) íèêàêèõ ôîðìóë, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1, 2, íåò.
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• Ñèìâîëû ∀, ∃ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÂÑÅÎÁÙÍÎÑÒÈ è
ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß.
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• Ñèìâîëû ∀, ∃ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÂÑÅÎÁÙÍÎÑÒÈ è
ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß.

• ÏÎÄÔÎÐÌÓËÀ ôîðìóëû ϕ ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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• Ñèìâîëû ∀, ∃ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÂÑÅÎÁÙÍÎÑÒÈ è
ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß.

• ÏÎÄÔÎÐÌÓËÀ ôîðìóëû ϕ ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè ϕ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ϕ � åå åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà;
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• Ñèìâîëû ∀, ∃ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÂÑÅÎÁÙÍÎÑÒÈ è
ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß.

• ÏÎÄÔÎÐÌÓËÀ ôîðìóëû ϕ ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè ϕ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ϕ � åå åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà;

2) åñëè ϕ èìååò âèä ¬ϕ1, èëè ∀xϕ1, èëè ∃xϕ1, òî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ �
ýòî ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ1;



70

• Ñèìâîëû ∀, ∃ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÂÑÅÎÁÙÍÎÑÒÈ è
ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß.

• ÏÎÄÔÎÐÌÓËÀ ôîðìóëû ϕ ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè ϕ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ϕ � åå åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà;

2) åñëè ϕ èìååò âèä ¬ϕ1, èëè ∀xϕ1, èëè ∃xϕ1, òî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ �
ýòî ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ1;

3) åñëè ϕ èìååò âèä ϕ1∧ϕ2, èëè ϕ1∨ϕ2, èëè ϕ1 → ϕ2, òî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû
ϕ � ýòî ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ1, ëèáî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ2;
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• Ñèìâîëû ∀, ∃ íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÂÑÅÎÁÙÍÎÑÒÈ è
ÊÂÀÍÒÎÐÎÌ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß.

• ÏÎÄÔÎÐÌÓËÀ ôîðìóëû ϕ ñèãíàòóðû Σ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) åñëè ϕ � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ϕ � åå åäèíñòâåííàÿ ïîäôîðìóëà;

2) åñëè ϕ èìååò âèä ¬ϕ1, èëè ∀xϕ1, èëè ∃xϕ1, òî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ �
ýòî ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ1;

3) åñëè ϕ èìååò âèä ϕ1∧ϕ2, èëè ϕ1∨ϕ2, èëè ϕ1 → ϕ2, òî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû
ϕ � ýòî ëèáî ϕ, ëèáî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ1, ëèáî ïîäôîðìóëà ôîðìóëû ϕ2;

4) íèêàêèõ ïîäôîðìóë ôîðìóëû ϕ, êðîìå ïîñòðîåííûõ ïî ïï. 1, 2, 3, íåò.
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ÏÐÈÌÅÐ



71

ÏÐÈÌÅÐ

Ïóñòü Σ = {F (2), P (1)},

ϕ = ∀x (∃y (x = F (z, y)) ∨ P (z)) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ.
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïóñòü Σ = {F (2), P (1)},

ϕ = ∀x (∃y (x = F (z, y)) ∨ P (z)) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ.

Âñå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû ϕ:
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïóñòü Σ = {F (2), P (1)},

ϕ = ∀x (∃y (x = F (z, y)) ∨ P (z)) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ.
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∀x (∃y (x = F (z, y)) ∨ P (z)),
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∃y (x = F (z, y)),

x = F (z, y)),
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïóñòü Σ = {F (2), P (1)},

ϕ = ∀x (∃y (x = F (z, y)) ∨ P (z)) � ôîðìóëà ñèãíàòóðû Σ.

Âñå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû ϕ:

∀x (∃y (x = F (z, y)) ∨ P (z)),

∃y (x = F (z, y)) ∨ P (z),

∃y (x = F (z, y)),

x = F (z, y)),

P (z).
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• Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ôîðìóëó ϕ ÑÂßÇÀÍÎ â ϕ, åñëè îíî íàõîäèòñÿ â
òåðìå èëè ïðåäèêàòå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû ϕ âèäà ∀xψ èëè ∃xψ;
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• Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ôîðìóëó ϕ ÑÂßÇÀÍÎ â ϕ, åñëè îíî íàõîäèòñÿ â
òåðìå èëè ïðåäèêàòå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû ϕ âèäà ∀xψ èëè ∃xψ; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ýòî âõîæäåíèå íàçûâàåòñÿ ÑÂÎÁÎÄÍÛÌ â ϕ.
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• Âõîæäåíèå ïåðåìåííîé x â ôîðìóëó ϕ ÑÂßÇÀÍÎ â ϕ, åñëè îíî íàõîäèòñÿ â
òåðìå èëè ïðåäèêàòå ïîäôîðìóëû ôîðìóëû ϕ âèäà ∀xψ èëè ∃xψ; â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ýòî âõîæäåíèå íàçûâàåòñÿ ÑÂÎÁÎÄÍÛÌ â ϕ.

• Ïåðåìåííàÿ x íàçûâàåòñÿ ÑÂÎÁÎÄÍÎÉ (ÑÂßÇÀÍÍÎÉ), åñëè íåêîòîðîå
âõîæäåíèå x â ϕ ñâîáîäíî (ñâÿçàíî).
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ÏÐÈÌÅÐ
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1 , P

(2)
2 }.
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2 }. Ðàññìîòðèì ôîðìóëû:

1) P1(x);

2) P2(x, y) → ∀xP1(x);

3) ∀x (P2(x, y) → P1(x)).
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ÏÐÈÌÅÐ

Ïóñòü S = {P (1)
1 , P

(2)
2 }. Ðàññìîòðèì ôîðìóëû:

1) P1(x);
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• Ïåðåìåííàÿ x â ïåðâîé ôîðìóëå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé, âî âòîðîé � è ñâîáîäíîé,
è ñâÿçàííîé, â òðåòüåé � ñâÿçàííîé; ïåðåìåííàÿ y âî âñåõ ôîðìóëàõ ñâîáîäíà.

• Çàïèñü ϕ(x1, . . . , xn) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âñå ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå ôîðìóëû
ϕ ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå {x1, . . . , xn}.
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ÈÑÒÈÍÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓËÛ Â ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ

ÑÈÑÒÅÌÅ



74

ÈÑÒÈÍÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓËÛ Â ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÎÉ

ÑÈÑÒÅÌÅ

• Äàäèì èíäóêòèâíîå îïðåäåëåíèå ÈÑÒÈÍÍÎÑÒÈ ÔÎÐÌÓËÛ ϕ(x1, . . . , xn)
ñèãíàòóðû Σ íà ýëåìåíòàõ a1, . . . , an ∈ A â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A =
〈A,Σ〉 (çàïèñü A |= ϕ(a1, . . . , an) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà
íà ýëåìåíòàõ a1, . . ., an ∈ A â ñèñòåìå A).
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ñèãíàòóðû Σ íà ýëåìåíòàõ a1, . . . , an ∈ A â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A =
〈A,Σ〉 (çàïèñü A |= ϕ(a1, . . . , an) áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ôîðìóëà ϕ èñòèííà
íà ýëåìåíòàõ a1, . . ., an ∈ A â ñèñòåìå A).

1) A |= t1(a1, . . . , an) = t2(a1, . . . , an), ãäå t1, t2 ∈ T (Σ), ⇔
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ñèãíàòóðû Σ íà ýëåìåíòàõ a1, . . . , an ∈ A â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå A =
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íà ýëåìåíòàõ a1, . . ., an ∈ A â ñèñòåìå A).

1) A |= t1(a1, . . . , an) = t2(a1, . . . , an), ãäå t1, t2 ∈ T (Σ), ⇔ çíà÷åíèÿ òåðìîâ
t1, t2 â ñèñòåìå A íà ýëåìåíòàõ a1, . . . , an ∈ A ñîâïàäàþò;
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4) A |= ψ(a1, . . . , an) ∨ χ(a1, . . . , an) ⇔
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4) A |= ψ(a1, . . . , an) ∨ χ(a1, . . . , an) ⇔ A |= ψ(a1, . . . , an) èëè A |=
χ(a1, . . . , an);
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4) A |= ψ(a1, . . . , an) ∨ χ(a1, . . . , an) ⇔ A |= ψ(a1, . . . , an) èëè A |=
χ(a1, . . . , an);

5) A |= ψ(a1, . . . , an) → χ(a1, . . . , an) ⇔
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4) A |= ψ(a1, . . . , an) ∨ χ(a1, . . . , an) ⇔ A |= ψ(a1, . . . , an) èëè A |=
χ(a1, . . . , an);

5) A |= ψ(a1, . . . , an) → χ(a1, . . . , an) ⇔ åñëè A |= ψ(a1, . . ., an), òî A |=
χ(a1, . . . , an);
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6) A |= ¬ψ(a1, . . . , an) ⇔
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χ(a1, . . . , an);

6) A |= ¬ψ(a1, . . . , an) ⇔ íåâåðíî, ÷òî A |= ψ(a1, . . . , an);

7) A |= ∀xψ(x, a1, . . . , an) ⇔
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4) A |= ψ(a1, . . . , an) ∨ χ(a1, . . . , an) ⇔ A |= ψ(a1, . . . , an) èëè A |=
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• Åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ A |= ϕ(a1, . . . , an), òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà
ϕ(a1, . . . , an) ËÎÆÍÀ â ñèñòåìå A, è ïèñàòü A 6|= ϕ(a1, . . . , an).
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ÏÐÈÌÅÐ

1. Çàïèñàòü ôîðìóëó ϕ(x), èñòèííóþ â 〈N,+, ·〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x
÷åòíî.
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ÏÐÈÌÅÐ

1. Çàïèñàòü ôîðìóëó ϕ(x), èñòèííóþ â 〈N,+, ·〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x
÷åòíî.

ϕ(x) 
 ∃y (x = y + y)
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2. Çàïèñàòü ôîðìóëó ϕ′(x, y, z), èñòèííóþ â 〈N,+, ·〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà z � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë x è y.
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2. Çàïèñàòü ôîðìóëó ϕ′(x, y, z), èñòèííóþ â 〈N,+, ·〉 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà z � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë x è y.

ϕ′(x, y, z) 
 ψ(x, y, z) ∧ χ(x, y, z),

ãäå ôîðìóëà ψ "ãîâîðèò"î òîì, ÷òî z äåëèòñÿ íà x è íà y, à ôîðìóëà χ
"ãîâîðèò"î òîì, ÷òî z äåëèò âñå îáùèå êðàòíûå x è y,
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"ãîâîðèò"î òîì, ÷òî z äåëèò âñå îáùèå êðàòíûå x è y,

ψ 
 ∃u, v (z = u · x ∧ z = v · y),
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 ∀w (∃u, v (w = u · x ∧ w = v · y) → ∃w1 (w = w1 · z)),
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ψ 
 ∃u, v (z = u · x ∧ z = v · y),

χ 
 ∀w (∃u, v (w = u · x ∧ w = v · y) → ∃w1 (w = w1 · z)),

ϕ′(x, y, z) = ∃u, v (z = u · x ∧ z = v · y)∧

∧∀w (∃u, v (w = u · x ∧ w = v · y) → ∃w1 (w = w1 · z))
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÑÈÃÍÀÒÓÐÛ Σ

• Ôîðìóëû ϕ(x1, . . . , xn) è ψ(x1, . . . , xn) ñèãíàòóðûΣ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè äëÿ ëþáîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû A ñèãíàòóðû Σ, äëÿ ëþáûõ
a1, . . . , an ∈ A

A |= ϕ(a1, . . . , an) ⇔ A |= ψ(a1, . . . , an).



79

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4

Â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Σ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáðû
âûñêàçûâàíèé:
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4

Â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Σ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáðû
âûñêàçûâàíèé:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4

Â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Σ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè àëãåáðû
âûñêàçûâàíèé:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 4
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2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè
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4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè
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çàêîíû äå Ìîðãàíà
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6) ` ϕ ∨ ¬ϕ
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Â ëîãèêå ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Σ âûïîëíèìû ñëåäóþùèå ýêâèâàëåíòíîñòè, â
êîòîðûõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííàÿ x íå âõîäèò ñâîáîäíî â ôîðìóëó ψ,
à ïåðåìåííàÿ y íå âõîäèò â ôîðìóëó ϕ:
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ÏÐÅÍÅÊÑÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

• Ôîðìóëà ϕ ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ ÁÅÑÊÂÀÍÒÎÐÍÎÉ, åñëè îíà íå
ñîäåðæèò êâàíòîðîâ.
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ÏÐÅÍÅÊÑÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

• Ôîðìóëà ϕ ñèãíàòóðû Σ íàçûâàåòñÿ ÁÅÑÊÂÀÍÒÎÐÍÎÉ, åñëè îíà íå
ñîäåðæèò êâàíòîðîâ.

• Áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ϕ ñèãíàòóðû Σ ÿâëÿåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
(ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ) ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ
èç íåêîòîðîé ôîðìóëû ψ àëãåáðû âûñêàçûâàíèé, íàõîäÿùåéñÿ â ÄÍÔ
(ÊÍÔ) çàìåíîé âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íà íåêîòîðûå
àòîìàðíûå ôîðìóëû ϕ1, . . . , ϕn ñèãíàòóðû Σ ñîîòâåòñòâåííî.
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• Áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ϕ ñèãíàòóðû Σ ÿâëÿåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ
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èç íåêîòîðîé ôîðìóëû ψ àëãåáðû âûñêàçûâàíèé, íàõîäÿùåéñÿ â ÄÍÔ
(ÊÍÔ) çàìåíîé âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íà íåêîòîðûå
àòîìàðíûå ôîðìóëû ϕ1, . . . , ϕn ñèãíàòóðû Σ ñîîòâåòñòâåííî.

• Ôîðìóëà ϕ ñèãíàòóðûΣ ñèãíàòóðûΣ ÿâëÿåòñÿ ÏÐÅÍÅÊÑÍÎÉÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ
ÔÎÐÌÎÉ (ÏÍÔ), åñëè îíà èìååò âèä Q1x1 . . . Qnxnψ, ãäå Qi, 1 ≤ i ≤ n, �
êâàíòîðû, à ψ � ÄÍÔ.
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Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÏÍÔ



82
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Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ïðèâåäåíèÿ ôîðìóëû ê ÏÍÔ

1. Âûðàæàåì èìïëèêàöèþ, ó÷àñòâóþùóþ â ïîñòðîåíèè ôîðìóëû, ÷åðåç
äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå, èñïîëüçóÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ϕ→ ψ ≡ ¬ϕ ∨ ψ.
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2. Èñïîëüçóÿ çàêîíû äå Ìîðãàíà

¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ, ¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ,

è ýêâèâàëåíòíîñòè

¬∃xϕ ≡ ∀x¬ϕ, ¬∀xϕ ≡ ∃x¬ϕ,
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îòðèöàíèÿ ïî ïðàâèëó ¬¬x ≡ x.
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4. Èñïîëüçóÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ ∧χ),
ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó ψ ê ÄÍÔ.
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Ïðèâåñòè ê ÏÍÔ ôîðìóëó χ 
 ∃x∀y ϕ(x, y) → ∃x∀y ψ(x, y) ñèãíàòóðû Σ,
ñ÷èòàÿ ôîðìóëû ϕ è ψ àòîìàðíûìè.
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ÐÅØÅÍÈÅ
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 ∃x∀y ϕ(x, y) → ∃x∀y ψ(x, y) ñèãíàòóðû Σ,
ñ÷èòàÿ ôîðìóëû ϕ è ψ àòîìàðíûìè.

ÐÅØÅÍÈÅ

χ ≡ ¬(∃x∀yϕ(x, y)) ∨ ∃x∀y ψ(x, y)
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ψ1, . . ., ψk ôîðìóë ÈÏ

Σ òàêàÿ, ÷òî ϕ � ψk è äëÿ êàæäîãî
i ≤ k ôîðìóëà ψi óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
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• Ôîðìóëà ϕ ÂÛÂÎÄÈÌÀ Â ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm ÈÏΣ

(îáîçíà÷àåòñÿ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ),

åñëè ñóùåñòâóåò âûâîä â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm.
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• Ôîðìóëà ϕ, âûâîäèìàÿ èç ∅ (` ϕ), íàçûâàåòñÿ ÒÅÎÐÅÌÎÉ ÈÏΣ.



90

• Ôîðìóëà ϕ, âûâîäèìàÿ èç ∅ (` ϕ), íàçûâàåòñÿ ÒÅÎÐÅÌÎÉ ÈÏΣ.

• ÊÂÀÇÈÂÛÂÎÄ â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm ÈÏΣ � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ψ1, . . ., ψk, ϕ, â êîòîðîé ëþáàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà
èç ïðåäûäóùèõ è ϕ1, . . ., ϕm.



90

• Ôîðìóëà ϕ, âûâîäèìàÿ èç ∅ (` ϕ), íàçûâàåòñÿ ÒÅÎÐÅÌÎÉ ÈÏΣ.

• ÊÂÀÇÈÂÛÂÎÄ â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm ÈÏΣ � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ψ1, . . ., ψk, ϕ, â êîòîðîé ëþáàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà
èç ïðåäûäóùèõ è ϕ1, . . ., ϕm.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3



90

• Ôîðìóëà ϕ, âûâîäèìàÿ èç ∅ (` ϕ), íàçûâàåòñÿ ÒÅÎÐÅÌÎÉ ÈÏΣ.

• ÊÂÀÇÈÂÛÂÎÄ â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm ÈÏΣ � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ψ1, . . ., ψk, ϕ, â êîòîðîé ëþáàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà
èç ïðåäûäóùèõ è ϕ1, . . ., ϕm.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3

Åñëè ñóùåñòâóåò êâàçèâûâîä â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm

ÈÏΣ, òî ϕ âûâîäèìà â ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm.



90

• Ôîðìóëà ϕ, âûâîäèìàÿ èç ∅ (` ϕ), íàçûâàåòñÿ ÒÅÎÐÅÌÎÉ ÈÏΣ.

• ÊÂÀÇÈÂÛÂÎÄ â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm ÈÏΣ � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ψ1, . . ., ψk, ϕ, â êîòîðîé ëþáàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà
èç ïðåäûäóùèõ è ϕ1, . . ., ϕm.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3

Åñëè ñóùåñòâóåò êâàçèâûâîä â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm

ÈÏΣ, òî ϕ âûâîäèìà â ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm.

• Ôîðìóëà ψ ÈÏΣ íàçûâàåòñÿ ÒÀÂÒÎËÎÃÈÅÉ, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ
èç ôîðìóëû ϕ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, äîêàçóåìîé â èñ÷èñëåíèè
âûñêàçûâàíèé, ïóòåì çàìåíû âñåõ åå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn íà ôîðìóëû ψ1, . . . , ψn ÈÏΣ ñîîòâåòñòâåííî.



90

• Ôîðìóëà ϕ, âûâîäèìàÿ èç ∅ (` ϕ), íàçûâàåòñÿ ÒÅÎÐÅÌÎÉ ÈÏΣ.

• ÊÂÀÇÈÂÛÂÎÄ â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm ÈÏΣ � ýòî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôîðìóë ψ1, . . ., ψk, ϕ, â êîòîðîé ëþáàÿ ôîðìóëà âûâîäèìà
èç ïðåäûäóùèõ è ϕ1, . . ., ϕm.

ÇÀÌÅ×ÀÍÈÅ 3

Åñëè ñóùåñòâóåò êâàçèâûâîä â ÈÏΣ ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm

ÈÏΣ, òî ϕ âûâîäèìà â ÈÏΣ èç ôîðìóë ϕ1, . . ., ϕm.

• Ôîðìóëà ψ ÈÏΣ íàçûâàåòñÿ ÒÀÂÒÎËÎÃÈÅÉ, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ
èç ôîðìóëû ϕ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, äîêàçóåìîé â èñ÷èñëåíèè
âûñêàçûâàíèé, ïóòåì çàìåíû âñåõ åå ïðîïîçèöèîíàëüíûõ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn íà ôîðìóëû ψ1, . . . , ψn ÈÏΣ ñîîòâåòñòâåííî.

• ϕ íàçûâàåòñÿ ÎÑÍÎÂÎÉ ÒÀÂÒÎËÎÃÈÈ.
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 6

Ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ ϕ ÈÏΣ äîêàçóåìà â ÈÏΣ.



91

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 6

Ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ ϕ ÈÏΣ äîêàçóåìà â ÈÏΣ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
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ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 6

Ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ ϕ ÈÏΣ äîêàçóåìà â ÈÏΣ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü ψ � îñíîâà ϕ.



91

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 6

Ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ ϕ ÈÏΣ äîêàçóåìà â ÈÏΣ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü ψ � îñíîâà ϕ. Òîãäà ψ äîêàçóåìà â
èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé.



91

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 6

Ëþáàÿ òàâòîëîãèÿ ϕ ÈÏΣ äîêàçóåìà â ÈÏΣ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Ïóñòü ψ � îñíîâà ϕ. Òîãäà ψ äîêàçóåìà â
èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé. ßñíî, ÷òî, çàìåíèâ ïðîïîçèöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå
â äîêàçàòåëüñòâå â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé ôîðìóëû ψ íà ñîîòâåòñòâóþùèå
ôîðìóëû ÈÏΣ, ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî ϕ â ÈÏΣ.



92

• Ôîðìóëû ϕ è ψ ÈÏΣ íàçûâàþòñÿ ÏÐÎÏÎÇÈÖÈÎÍÀËÜÍÎ ÝÊÂÈÂÀËÅÍ-
ÒÍÛÌÈ, åñëè ϕ→ ψ è ψ → ϕ � òàâòîëîãèè.



92

• Ôîðìóëû ϕ è ψ ÈÏΣ íàçûâàþòñÿ ÏÐÎÏÎÇÈÖÈÎÍÀËÜÍÎ ÝÊÂÈÂÀËÅÍ-
ÒÍÛÌÈ, åñëè ϕ→ ψ è ψ → ϕ � òàâòîëîãèè.

• Ôîðìóëû ϕ è ψ ÈÏΣ íàçûâàþòñÿ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÌÈ (ϕ ≡ ψ), åñëè

` ϕ→ ψ è ` ψ → ϕ.



92

• Ôîðìóëû ϕ è ψ ÈÏΣ íàçûâàþòñÿ ÏÐÎÏÎÇÈÖÈÎÍÀËÜÍÎ ÝÊÂÈÂÀËÅÍ-
ÒÍÛÌÈ, åñëè ϕ→ ψ è ψ → ϕ � òàâòîëîãèè.

• Ôîðìóëû ϕ è ψ ÈÏΣ íàçûâàþòñÿ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÌÈ (ϕ ≡ ψ), åñëè

` ϕ→ ψ è ` ψ → ϕ.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1



92

• Ôîðìóëû ϕ è ψ ÈÏΣ íàçûâàþòñÿ ÏÐÎÏÎÇÈÖÈÎÍÀËÜÍÎ ÝÊÂÈÂÀËÅÍ-
ÒÍÛÌÈ, åñëè ϕ→ ψ è ψ → ϕ � òàâòîëîãèè.

• Ôîðìóëû ϕ è ψ ÈÏΣ íàçûâàþòñÿ ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÌÈ (ϕ ≡ ψ), åñëè

` ϕ→ ψ è ` ψ → ϕ.

ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 1

Åñëè ϕ è ψ � ïðîïîçèöèîíàëüíî ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû ñèãíàòóðû Σ, òî ϕ
è ψ � ýêâèâàëåíòíûå ôîðìóëû ñèãíàòóðû Σ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ



93

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.



93

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.



93

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:



93

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:

1) ϕ1, . . . , ϕm � ãèïîòåçû;



93

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:

1) ϕ1, . . . , ϕm � ãèïîòåçû;

2) ϕ � ãèïîòåçà;



93

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:

1) ϕ1, . . . , ϕm � ãèïîòåçû;

2) ϕ � ãèïîòåçà;

3) ϕ→ ψ � ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ ïî óñëîâèþ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm;



93

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÄÅÄÓÊÖÈÈ

ϕ1, . . . , ϕm, ϕ ` ψ ⇐⇒ ϕ1, . . . , ϕm ` ϕ→ ψ

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîñòàòî÷íîñòü.

Ïóñòü ψ1, . . . , ψn � âûâîä ôîðìóëû ϕ→ ψ, ãäå ψn � ϕ→ ψ.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ψ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm, ϕ:

1) ϕ1, . . . , ϕm � ãèïîòåçû;

2) ϕ � ãèïîòåçà;

3) ϕ→ ψ � ôîðìóëà, âûâîäèìàÿ ïî óñëîâèþ èç ôîðìóë ϕ1, . . . , ϕm;

4) ψ � ê ïï. 2 è 3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà.
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2
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ÑËÅÄÑÒÂÈÅ 2

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ϕ ≡ ψ;

á) ϕ ` ψ è ψ ` ϕ.
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7

Â ÈÏΣ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:



95

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7

Â ÈÏΣ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè



95

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7

Â ÈÏΣ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè



95

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7

Â ÈÏΣ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7

Â ÈÏΣ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè
4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7

Â ÈÏΣ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè
4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè
5)¬(ϕ ∧ ψ) ≡ ¬ϕ ∨ ¬ψ 5′)¬(ϕ ∨ ψ) ≡ ¬ϕ ∧ ¬ψ
çàêîíû äå Ìîðãàíà
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ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÎÑÒÜ ÔÎÐÌÓË ÈÏΣ

ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈÅ 7

Â ÈÏΣ âûïîëíèìû âñå ýêâèâàëåíòíîñòè èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé:

1)ϕ ∧ ϕ ≡ ϕ 1′)ϕ ∨ ϕ ≡ ϕ
çàêîíû èäåìïîòåíòíîñòè
2)ϕ ∧ ψ ≡ ψ ∧ ϕ, 2′)ϕ ∨ ψ ≡ ψ ∨ ϕ
çàêîíû êîììóòàòèâíîñòè
3)(ϕ ∧ ψ) ∧ χ ≡ ϕ ∧ (ψ ∧ χ) 3′)(ϕ ∨ ψ) ∨ χ ≡ ϕ ∨ (ψ ∨ χ)
çàêîíû àññîöèàòèâíîñòè
4)ϕ ∧ (ψ ∨ χ) ≡ (ϕ ∧ ψ) ∨ (ϕ ∧ χ) 4′)ϕ ∨ (ψ ∧ χ) ≡ (ϕ ∨ ψ) ∧ (ϕ ∨ χ)
çàêîíû äèñòðèáóòèâíîñòè
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1. ∀xϕ ∧ ψ → ∀x ϕ � àêñèîìà 3;

2. ∀xϕ→ ϕ � àêñèîìà 11;

3. ∀xϕ ∧ ψ → ϕ � ê ïï.1,2 ïðèìåíèëè óòâåðæäåíèå 7;

4. ∀xϕ ∧ ψ → ψ � àêñèîìà 4;

5. (∀xϕ ∧ ψ → ϕ) → ((∀x ϕ ∧ ψ → ψ) → (∀xϕ ∧ ψ → ϕ ∧ ψ)) � àêñèîìà 5;

6. ∀xϕ ∧ ψ → ϕ ∧ ψ � ê ïï.3,4,5 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà 1;

7. ∀xϕ ∧ ψ → ∀x (ϕ ∧ ψ) � ê ï.6 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà 2.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ



100

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ψ � ôîðìóëà ÈÏΣ, ψ′ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ′ íà ôîðìóëó ϕ′ ÈÏΣ. Òîãäà åñëè ϕ′ ≡ ψ′, òî
ϕ ≡ ψ.



100

ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ψ � ôîðìóëà ÈÏΣ, ψ′ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ′ íà ôîðìóëó ϕ′ ÈÏΣ. Òîãäà åñëè ϕ′ ≡ ψ′, òî
ϕ ≡ ψ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ψ � ôîðìóëà ÈÏΣ, ψ′ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ′ íà ôîðìóëó ϕ′ ÈÏΣ. Òîãäà åñëè ϕ′ ≡ ψ′, òî
ϕ ≡ ψ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.

Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ψ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ψ � ôîðìóëà ÈÏΣ, ψ′ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ′ íà ôîðìóëó ϕ′ ÈÏΣ. Òîãäà åñëè ϕ′ ≡ ψ′, òî
ϕ ≡ ψ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.

Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ψ.

Åñëè ϕ′ 
 ψ′, òî óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ψ � ôîðìóëà ÈÏΣ, ψ′ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ′ íà ôîðìóëó ϕ′ ÈÏΣ. Òîãäà åñëè ϕ′ ≡ ψ′, òî
ϕ ≡ ψ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.

Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ψ.

Åñëè ϕ′ 
 ψ′, òî óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Åñëè ψ 
 ¬ψ1 èëè ψ 
 ψ1τψ2, ãäå τ ∈ {∧,∨,→}, òî äîêàçàòåëüñòâî
èíäóêöèîííîãî øàãà íå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ òåîðåìû î
çàìåíå äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ψ � ôîðìóëà ÈÏΣ, ψ′ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ′ íà ôîðìóëó ϕ′ ÈÏΣ. Òîãäà åñëè ϕ′ ≡ ψ′, òî
ϕ ≡ ψ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.

Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ψ.

Åñëè ϕ′ 
 ψ′, òî óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Åñëè ψ 
 ¬ψ1 èëè ψ 
 ψ1τψ2, ãäå τ ∈ {∧,∨,→}, òî äîêàçàòåëüñòâî
èíäóêöèîííîãî øàãà íå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ òåîðåìû î
çàìåíå äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

Ïóñòü ψ � ∀x ψ′ èëè ∃x ψ′.
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ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÇÀÌÅÍÅ

Ïóñòü ψ � ôîðìóëà ÈÏΣ, ψ′ � åå ïîäôîðìóëà. Ïóñòü ϕ ïîëó÷àåòñÿ èç ψ ïóòåì
çàìåíû íåêîòîðîãî âõîæäåíèÿ ψ′ íà ôîðìóëó ϕ′ ÈÏΣ. Òîãäà åñëè ϕ′ ≡ ψ′, òî
ϕ ≡ ψ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.

Èíäóêöèÿ ïî ñëîæíîñòè ψ.

Åñëè ϕ′ 
 ψ′, òî óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî.

Åñëè ψ 
 ¬ψ1 èëè ψ 
 ψ1τψ2, ãäå τ ∈ {∧,∨,→}, òî äîêàçàòåëüñòâî
èíäóêöèîííîãî øàãà íå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àåâ òåîðåìû î
çàìåíå äëÿ èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé.

Ïóñòü ψ � ∀x ψ′ èëè ∃x ψ′.

Ïî óñëîâèþ ` ϕ′ → ψ′ è ` ψ′ → ϕ′.
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Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ϕ′ è ψ′ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ` ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ è
` ∃x ϕ′ → ∃x ψ′.
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Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ϕ′ è ψ′ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ` ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ è
` ∃x ϕ′ → ∃x ψ′.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ èç ∅:
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Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ϕ′ è ψ′ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ` ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ è
` ∃x ϕ′ → ∃x ψ′.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ èç ∅:

1. ϕ′ → ψ′ � äîêàçóåìàÿ ôîðìóëà;
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Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ϕ′ è ψ′ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ` ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ è
` ∃x ϕ′ → ∃x ψ′.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ èç ∅:

1. ϕ′ → ψ′ � äîêàçóåìàÿ ôîðìóëà;

2. ∀x ϕ′ → ϕ′ � àêñèîìà 11;



101

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ϕ′ è ψ′ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ` ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ è
` ∃x ϕ′ → ∃x ψ′.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ èç ∅:

1. ϕ′ → ψ′ � äîêàçóåìàÿ ôîðìóëà;

2. ∀x ϕ′ → ϕ′ � àêñèîìà 11;

3. ∀x ϕ′ → ψ′ � ê ïï.1,2 ïðèìåíèëè óòâåðæäåíèå 1;



101

Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ϕ′ è ψ′ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ` ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ è
` ∃x ϕ′ → ∃x ψ′.

Êâàçèâûâîä ôîðìóëû ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ èç ∅:

1. ϕ′ → ψ′ � äîêàçóåìàÿ ôîðìóëà;

2. ∀x ϕ′ → ϕ′ � àêñèîìà 11;

3. ∀x ϕ′ → ψ′ � ê ïï.1,2 ïðèìåíèëè óòâåðæäåíèå 1;

4. ∀x ϕ′ → ∀x ψ′ � ê ï.3 ïðèìåíèëè ïðàâèëî âûâîäà 2.
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ÏÐÅÍÅÊÑÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÏΣ
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ÏÐÅÍÅÊÑÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÏΣ

• Ôîðìóëà ϕ ÈÏΣ íàçûâàåòñÿ ÁÅÑÊÂÀÍÒÎÐÍÎÉ, åñëè îíà íå ñîäåðæèò
êâàíòîðîâ.
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ÏÐÅÍÅÊÑÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÏΣ

• Ôîðìóëà ϕ ÈÏΣ íàçûâàåòñÿ ÁÅÑÊÂÀÍÒÎÐÍÎÉ, åñëè îíà íå ñîäåðæèò
êâàíòîðîâ.

• Áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ϕÈÏΣ ÿâëÿåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ (ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ)
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé ôîðìóëû ψ
èñ÷èñëåíèÿ ÈÂ, íàõîäÿùåéñÿ â ÄÍÔ (ÊÍÔ) çàìåíîé âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íà íåêîòîðûå àòîìàðíûå ôîðìóëû ϕ1, . . . , ϕn ÈÏΣ

ñîîòâåòñòâåííî.
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ÏÐÅÍÅÊÑÍÛÅ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ ÈÏΣ

• Ôîðìóëà ϕ ÈÏΣ íàçûâàåòñÿ ÁÅÑÊÂÀÍÒÎÐÍÎÉ, åñëè îíà íå ñîäåðæèò
êâàíòîðîâ.

• Áåñêâàíòîðíàÿ ôîðìóëà ϕÈÏΣ ÿâëÿåòñÿ ÄÈÇÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ (ÊÎÍÚÞÍÊÒÈÂÍÎÉ)
ÍÎÐÌÀËÜÍÎÉ ÔÎÐÌÎÉ, åñëè îíà ïîëó÷àåòñÿ èç íåêîòîðîé ôîðìóëû ψ
èñ÷èñëåíèÿ ÈÂ, íàõîäÿùåéñÿ â ÄÍÔ (ÊÍÔ) çàìåíîé âñåõ ïðîïîçèöèîíàëüíûõ
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn íà íåêîòîðûå àòîìàðíûå ôîðìóëû ϕ1, . . . , ϕn ÈÏΣ

ñîîòâåòñòâåííî.

• Ôîðìóëà ϕÈÏΣ ÿâëÿåòñÿ ÏÐÅÍÅÊÑÍÎÉÍÎÐÌÀËÜÍÎÉÔÎÐÌÎÉ (ÏÍÔ),
åñëè îíà èìååò âèäQ1x1 . . . Qnxnψ, ãäåQi, 1 ≤ i ≤ n, � êâàíòîðû, à ψ � ÄÍÔ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 8



103

ÒÅÎÐÅÌÀ 8

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 8

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 8

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 8

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÏΣ.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 8

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÏΣ. Òàê êàê

ϕ1 → ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ1, ϕ2 ÈÏ
Σ, òî äëÿ ôîðìóëû ϕ, ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç

òåîðåìó î çàìåíå, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ψ1 ≡ ϕ, íå ñîäåðæàùóþ çíàêà→.



103

ÒÅÎÐÅÌÀ 8

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÏΣ. Òàê êàê

ϕ1 → ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ1, ϕ2 ÈÏ
Σ, òî äëÿ ôîðìóëû ϕ, ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç

òåîðåìó î çàìåíå, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ψ1 ≡ ϕ, íå ñîäåðæàùóþ çíàêà→.

Ïîëüçóÿñü çàêîíàìè äå Ìîðãàíà, çàêîíîì äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, ýêâèâàëåíòíîñòÿìè

¬∃xϕ ≡ ∀x¬ϕ, ¬∀xϕ ≡ ∃x¬ϕ

è òåîðåìîé î çàìåíå, äëÿ ôîðìóëû ψ1 ìîæíî ïîëó÷èò ôîðìóëó ψ2 ≡ ψ1,
ñèìâîëû îòðèöàíèÿ â êîòîðîé ñòîÿò ïåðåä àòîìàðíûìè ïîäôîðìóëàìè.
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ÒÅÎÐÅÌÀ 8

Äëÿ ëþáîé ôîðìóëû ϕ ÈÏΣ ñóùåñòâóåò ÏÍÔ ψ ÈÏΣ, ýêâèâàëåíòíàÿ ôîðìóëå
ϕ.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ. Äîêàæåì ï. 2. Ïóñòü ϕ � ôîðìóëà ÈÏΣ. Òàê êàê

ϕ1 → ϕ2 ≡ ¬ϕ1 ∨ ϕ2

äëÿ ëþáûõ ôîðìóë ϕ1, ϕ2 ÈÏ
Σ, òî äëÿ ôîðìóëû ϕ, ïðèìåíÿÿ íåñêîëüêî ðàç

òåîðåìó î çàìåíå, ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ψ1 ≡ ϕ, íå ñîäåðæàùóþ çíàêà→.

Ïîëüçóÿñü çàêîíàìè äå Ìîðãàíà, çàêîíîì äâîéíîãî îòðèöàíèÿ, ýêâèâàëåíòíîñòÿìè

¬∃xϕ ≡ ∀x¬ϕ, ¬∀xϕ ≡ ∃x¬ϕ

è òåîðåìîé î çàìåíå, äëÿ ôîðìóëû ψ1 ìîæíî ïîëó÷èò ôîðìóëó ψ2 ≡ ψ1,
ñèìâîëû îòðèöàíèÿ â êîòîðîé ñòîÿò ïåðåä àòîìàðíûìè ïîäôîðìóëàìè.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ψ2 � ÏÍÔ.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ψ2 � ÏÍÔ.

2) Åñëè ψ1 
 Q x ψ′, ãäå Q - êâàíòîð, òî íóæíàÿ ψ2 ñóùåñòâóåò ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è òåîðåìå î çàìåíå.

3) Ïóñòü ψ2 
 ϕ1 ∧ ϕ2, χ1,≡ ϕ1, χ2 ≡ ϕ2, ϕ1 è ϕ2 � ÏÍÔ. Ïî òåîðåìå î
çàìåíå ψ2 ≡ χ1 ∧ χ2.
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ψ2 � ÏÍÔ.

2) Åñëè ψ1 
 Q x ψ′, ãäå Q - êâàíòîð, òî íóæíàÿ ψ2 ñóùåñòâóåò ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è òåîðåìå î çàìåíå.

3) Ïóñòü ψ2 
 ϕ1 ∧ ϕ2, χ1,≡ ϕ1, χ2 ≡ ϕ2, ϕ1 è ϕ2 � ÏÍÔ. Ïî òåîðåìå î
çàìåíå ψ2 ≡ χ1 ∧ χ2. Ïîëüçóÿñü ýêâèâàëåíòíîñòÿìè

∃x (ϕ ∧ ψ) ≡ ∃xϕ ∧ ψ,,
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Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ψ2 � ÏÍÔ.

2) Åñëè ψ1 
 Q x ψ′, ãäå Q - êâàíòîð, òî íóæíàÿ ψ2 ñóùåñòâóåò ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è òåîðåìå î çàìåíå.

3) Ïóñòü ψ2 
 ϕ1 ∧ ϕ2, χ1,≡ ϕ1, χ2 ≡ ϕ2, ϕ1 è ϕ2 � ÏÍÔ. Ïî òåîðåìå î
çàìåíå ψ2 ≡ χ1 ∧ χ2. Ïîëüçóÿñü ýêâèâàëåíòíîñòÿìè

∃x (ϕ ∧ ψ) ≡ ∃xϕ ∧ ψ,, ∀x (ϕ ∧ ψ) ≡ ∀xϕ ∧ ψ,,



104

Èíäóêöèÿ ïî äëèíå ψ2.

1) Åñëè ψ2 � àòîìàðíàÿ ôîðìóëà, òî ψ2 � ÏÍÔ.

2) Åñëè ψ1 
 Q x ψ′, ãäå Q - êâàíòîð, òî íóæíàÿ ψ2 ñóùåñòâóåò ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è òåîðåìå î çàìåíå.
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4) Åñëè ψ2 
 ϕ1 ∨ ϕ2, òî ïîâòîðÿåì ðàññóæäåíèÿ ï.3.
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` ϕ⇐⇒|= ϕ.
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• Èñ÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÛÌ, åñëè íå âñå åãî ôîðìóëû
äîêàçóåìû.



107

ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÎÑÒÜ ÈÏΣ

• Èñ÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÛÌ, åñëè íå âñå åãî ôîðìóëû
äîêàçóåìû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Σ íåïðîòèâîðå÷èâî.



107

ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÎÑÒÜ ÈÏΣ

• Èñ÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÛÌ, åñëè íå âñå åãî ôîðìóëû
äîêàçóåìû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Σ íåïðîòèâîðå÷èâî.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.



107

ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÎÑÒÜ ÈÏΣ

• Èñ÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ ÍÅÏÐÎÒÈÂÎÐÅ×ÈÂÛÌ, åñëè íå âñå åãî ôîðìóëû
äîêàçóåìû.

ÒÅÎÐÅÌÀ 9

Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ ñèãíàòóðû Σ íåïðîòèâîðå÷èâî.

ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ.

Ïî òåîðåìå Ãåäåëÿ î ïîëíîòå ëþáàÿ ôîðìóëà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òîæäåñòâåííî
èñòèííîé, íå äîêàçóåìà â ÈÏΣ. Íàïðèìåð, òàêîé ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà
∀x¬(x = x). Ñëåäîâàòåëüíî, ÈÏΣ íåïðîòèâîðå÷èâî.


