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ВВЕДЕНИЕ 

Дисциплина «Высшая математика» является основой экономиче-

ского образования. Знания, приобретаемые студентами в результате 

изучения математики, играют важную роль в процессе его обучения в 

институте. Они необходимы для успешного усвоения общетеоретиче-

ских и специальных дисциплин, предусмотренных учебными планами 

экономических специальностей. 

В практикуме предлагаемого объема невозможно полностью осве-

тить весь изучаемый теоретический материал, поэтому в начале каждо-

го раздела приведены лишь необходимые теоретические сведения: оп-

ределения, теоремы, формулы и другие краткие сведения по теории, 

отражающие количественную сторону или пространственные свойства 

реальных объектов и процессов. Для решения последующих задач по-

мещены необходимые методические указания, затем приводятся под-

робные решения типичных задач с подробными пояснениями теорети-

ческих положений, без чего невозможно успешное изучение математи-

ки. В конце каждого раздела содержится достаточное количество мето-

дически подобранных задач для самостоятельного решения с ответами к 

ним. Подбор задач осуществлялся по принципу «от простого к сложно-

му». 

Достоинство практикума состоит в том, что он может быть полез-

ным для всех категорий студентов, изучающих в том или ином объеме 

высшую математику. При наличии такого количества задач он может 

быть использовано и как задачник, и как раздаточный материал для вы-

полнения контрольных работ по соответствующему разделу курса 

«Высшая математика». Практикум содержит 30 различных вариантов 

индивидуального домашнего задания по двум разделам. Кроме того, 

практикум может быть использован студентами для самостоятельного 

изучения соответствующего материала, а также является основой для 

подготовки к сдаче зачетов и экзаменов по высшей математике. 
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1. НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ 

1.1. Понятие неопределенного интеграла 

В дифференциальном исчислении решается задача: по данной 

функции xf  найти ее производную (или дифференциал). Интеграль-

ное исчисление решает обратную задачу: найти функцию ,xF  зная еѐ 

производную xfxF  (или дифференциал). Искомую функцию 

xF  называют первообразной функции .xf  

Определение. Функция xF  называется первообразной функцией 

для функции xf  на интервале ,;ba  если для любого bax ;  вы-

полняется равенство 

xfxF  (или dxxdF ). (1.1) 

Например, для функции xxf cos  первообразной будет функция 

xxF sin  или ,5sin xxF  так как 

xxxF cossin  

или 

.cos5sin xxxF  

Поэтому первообразными будут также любые функции 

,sin CxxF  

где C постоянная. 

Теорема 1. Если функция xF  является первообразной для функ-

ции xf  на интервале ,;ba то множество всех первообразных для 

xf  задается формулой 

 ,CxF   (1.2) 

где C постоянное число. 

Теорема 2. Если xF  и xФ две первообразные для функции 

xf  на интервале ,;ba то CxФxF  на ,;ba  где C некоторая 

константа. 
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Определение. Множество всех первообразных функций CxF  

для xf  на интервале ba;  называется неопределенным интегралом 

функции xf  и обозначается символом dxxf  

Таким образом, по определению 

 .CxFdxxf  (1.3.) 

Здесь xf  называется подынтегральной функцией, dxxf по-

дынтегральным выражением, x переменной интегрирования, зна-

ком неопределенного интеграла. 

Операция нахождения неопределенного интеграла от функции на-

зывается интегрированием этой функции. 

Геометрически неопределенный интеграл представляет собой се-

мейство «параллельных» кривых CxFy  (каждому числовому 

значению C соответствует определенная кривая семейства). График 

каждой первообразной (кривой) называется интегральной кривой. 

 

1CxFy  

xFy  

2CxFy  

3CxFy  

x  

0 

y  

 

Имеет место теорема, утверждающая, что «всякая непрерывная на 

интервале ba;  функция имеет на этом интервале первообразную», а 

следовательно, и неопределенный интеграл. 

1.2. Свойства неопределенного интеграла  
(правила интегрирования) 

Свойства неопределенного интеграла, вытекающие из его опреде-

ления. 
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1. Производная от неопределенного интеграла равна подынте-

гральной функции: 

.xfdxxf  

2. Дифференциал от неопределенного интеграла равен подынте-

гральному выражению: 

.dxxfdxxfd  

3. Неопределенный интеграл от дифференциала некоторой функ-

ции равен сумме этой функции и произвольной постоянной: 

.CxFxFd  

4. Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла: 

,dxxfadxxfa  

где a постоянная, .0a  

5. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы конечного 

числа непрерывных функций равен алгебраической сумме интегралов 

от слагаемых функций: 

.dxxgdxxfdxxgxf  

6. (Инвариантность формулы интегрирования). Если 

,CxFdxxf  то и ,CuFduuf  где xu произволь-

ная функция, имеющая непрерывную производную. 

Это свойство говорит о том, что формула для неопределенного ин-

теграла остается справедливой независимо от того, является ли пере-

менная интегрирования независимой переменной или любой функцией 

от неѐ, имеющей непрерывную производную. 

1.3. Таблица основных неопределенных интегралов 

Пользуясь тем, что интегрирование есть действие, обратное диф-

ференцированию и, зная таблицу производных (или таблицу дифферен-

циалов), нетрудно составить таблицу основных неопределенных инте-

гралов. 
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1. .Cuud  2. .1
1

1

nC
n

u
duu

n
n    3. 

1,0

ln

aa

C
a

a
dua

u
u

   

   

4. .Cedue uu  5. .cossin Cuudu   6. .sincos Cuudu   

7. .
cos2

Ctgu
u

du
 8. .

sin2
Cctgu

u

du
  

9. .cosln Cutgudu  10. .sinln Cuctgudu   

11. .ln Cu
u

du
 12. .ln 2

2
Cauu

au

du
  

13. 
.arccos

arcsin

1 2 Cu

Cu

u

du
 14. 

.1 2 Carcctgu

Carctgu

u

du
  

15. 

.arccos

arcsin

22
C

a

u

C
a

u

ua

du
 16. 

.
1

1

22
C

a

u
arcctg

a

C
a

u
arctg

a

ua

du
 

 17. .
1

1
ln

2

1

1 2
C

u

u

u

du
 18. .ln

2

1
22

C
ua

ua

aua

du
  

19. .
1

1
ln

2

1

12
C

u

u

u

du
 20. .ln

2

1
22

C
au

au

aau

du
 

В приведенной таблице основных интегралов переменная интегри-

рования u  может обозначать как независимую переменную, так и 

функцию от независимой переменной (согласно свойству инвариантно-

сти формулы интегрирования). Достаточно часто интегрируя те или 

иные функции, пользуются следующими соотношениями: 

1. .ln Cxfdx
xf

xf
  (1.4) 

2. ,
1

CbaxF
a

dxbaxf  (1.5) 

где a  и b постоянные, .0a  

Справедливость формул интегрирования, а также и каждый резуль-

тат интегрирования можно проверить путем дифференцирования (со-

гласно первому или второму свойствам неопределенного интеграла). 
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В простейшем случае, когда заданный интеграл представляет одну 

из формул интегрирования, задача интегрирования сводится к простому 

применению этих формул. 

Пример 1. Найти интеграл 
3x

dx
 и проверить результат дифферен-

цированием. 

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию ,
1 3

3
x

x
 то-

гда 

.
2

1

213 2

213
3

3
C

x
C

x
C

x
dxx

x

dx
 

Проверка. Найдем дифференциал полученной функции: 

.2
2

1

2

1

0
2

1

2

1

2

1

3

3122

2

22

x

dx
dxxdxxdxx

xdCd
x

dC
x

d

 

Сравнивая полученный дифференциал с подынтегральным выра-

жением данного интеграла, убеждаемся в том, что интеграл найден вер-

но (согласно второму свойству неопределенного интеграла). 

Пример 2. Найти неопределенный интеграл dxxx 53  и прове-

рить результат дифференцированием. 

Решение. Так как ,155353 xxxx  тогда получим  

.
15ln

15
1553 Cdxdx

x
xxx

 

Проверка. Найдем производную от полученного результата: 

.1515ln15
15ln

1
015

15ln

1

15ln

15

15ln

15 xxx
xx

CC  

Совпадение полученного результата с подынтегральной функцией 

говорит о том, что неопределенный интеграл найден верно (согласно 

первому свойству). 

Пример 3. Найти неопределенный интеграл .
62 2u

du
 

Решение. В знаменателе подынтегральной функции общий множи-

тель 2  вынесем за скобку, тогда постоянный множитель подынтеграль-
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ной функции 
2

1
 вынесем за знак интеграла (используем четвертое свой-

ство): 

.

32

1

32

1

3262 22222
u

du

u

du

u

du

u

du
 

Воспользуемся формулой 20 таблицы интегралов, где ,3a  то-

гда получим: 

.
3

3
ln

34

1

3

3
ln

32

1

2

1

62 2
C

u

u
C

u

u

u

du
 

Пример 4. Найти неопределенный интеграл .dxxx  

Решение. Так как ,2

3

2

1
1

2

1

xxxxxx  тогда получим: 

.
5

2

2
5

1
2

3
5

2

5
1

2

3

2

3

CxC
x

C
x

dxxdxxx  

Пример 5. Найти неопределенный интеграл .
1

2

dx
x

x  

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию: 

.2
11

2
1 22

2

2
2

xx
xx

xx
x

x  

Тогда получим (согласно пятому свойству) 

.
1

2
31

2
312

2
12

22
1

3131212

2222
2

C
x

x
x

C
x

x
xx

dx
x

dxxdxdxxdxxxdx
x

x

 

Пример 6. Найти неопределенный интеграл .2 xdxtg  

Решение. .1
cos

1

cos

cos

cos

1

cos

cos1

cos

sin
22

2

22

2

2

2
2

xx

x

xx

x

x

x
xtg  
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Используя преобразованный вид функции и свойства интегралов, 

получим: 

.
cos

1
cos

1
22

2 Cxtgxdx
x

dx
dx

x
xdxtg  

Пример 7. Найти неопределенный интеграл .
75

3

23

dx
x

xxx
 

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию: 

.7575

7575

6

1

3

5

3

8

3

1

2

1

3

1
2

3

1
3

31

21

31

2

31

3

3

23

xxxxxx

x

x

x

x

x

x

x

xxx

 

Данный интеграл будет равен: 

.6

8

15

11

3

7

6
7

8

3
5

11

3

67
7

38
5

311161
7

135
5

138
7

575
75

6 7

3 83 116738311
67

38311161135138
61

3538613538

3

23

Cx

xxCxxxC
x

xx
C

xxx
dxx

dxxdxxdxxxxdx
x

xxx

 

Задания для самостоятельного решения 

Найти интегралы 

1. .4368 257 dxxxx  2. .1
11

3
dx

xx
 3. .dxctgxtgx  

4. .
22

dx
x

x
 5. .cos32 dxxx  6. .

42x

dx
 7. .

5 2x

dx
 

8. .

3 2x

dx
 9. .32 2 dxxx  10. .2 xdxctg  11. .

8

9
2

2

dx
x

x
 

12. .
2

sin
2

cos

2

dx
xx

 13. .

72x

dx
 14. .

73

dx
x

xxx
 

15. .1 2 dxxtg  16. .1 2 dxxctg  17. .32 dxxx  
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18. .
4

2
2

2

dx
xx

x
 19. .

cos5

23
2

2

dx
x

xctg
 20. .

2

83

dx
x

x
 

Ответы. 1. .4368 Cxxxx  2. .
2

3
2

3 2 Cxxx  

3. .Cx  4. .ln2
2

2

Cx
x

 5. .sin32 Cxx  6. .
22

1
C

x
arctg  

7. .
5

5
ln

52

1
C

x

x
 8. .

3
arcsin C

x
 9. .6

2

3

3

2

4

234

Cx
xxx

 

10. .Cxctg  11. .
22

22
ln

24

1
C

x

x
x  12. .cos Cxx  

13. .7ln 2 Cxx  14. .723 73 Cxxx  15. .Ctgx  

16. .Cctgx  17. .
6ln

6
C

x

 18. .
2

2ln C
x

arctgx   

19. .
5

2

5

3
Cctgxtgx  20. .4

3

2
3

Cxx
x

 

1.4. Основные методы интегрирования 

Метод интегрирования, при котором данный интеграл путем тож-

дественных преобразований подынтегральной функции (или выраже-

ния) и применения свойств неопределенного интеграла приводится к 

одному или нескольким табличным интегралам (если это возможно), 

называется непосредственным интегрированием. 

Рассмотренные в предыдущем пункте примеры были решены 

именно этим методом. 

Весьма эффективным методом интегрирования является метод за-

мены переменной интегрирования (метод подстановки), в результате 

чего заданный интеграл заменяется другим интегралом. Для нахожде-

ния интеграла dxxf  можно заменить переменную x  новой пере-

менной ,t  связанной с x  подходящей формулой .tx  Определив из 

этой формулы dttdx  и подставляя, получим 

.dttFdtttfdxxf  
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Если полученный интеграл с новой переменной интегрирования t  бу-

дет найден, то преобразовав результат к переменной ,x пользуясь исходной 

формулой ,tx  получим искомое выражение заданного интеграла. 

Пример 8. Найти интеграл .
1 x

dx
 

Решение. Пусть tx  или ,2tx  тогда ,2 dttdx  .2tdtdx  

.
1

1
22

1

1
22

1

1
12

1

1

1

1
2

1

11
2

1

11
2

1
2

1

2

1

dt
t

tdt
t

dtdt
t

dt
tt

t

dt
t

t
dt

t

t
dt

t

t

t

tdt

x

dx

 

Согласно соотношению (1.4) ,1ln
1

1
Ctdt

t
 получаем  

.1ln22
1

Ctt
x

dx
 

Возвращаясь к исходной переменной интегрирования ,tx  

окончательно получаем: 

.1ln22
1

Cxx
x

dx
 

Можно найти данный интеграл иначе: 

пусть .1 xt  Отсюда ,1tx  ,1
2

tx  ,1
2

dttdx  

.12 dttdx  Тогда получим: 

.1ln2221ln212ln22

22
1

12
1

2
12

1

CxxCxxCtt

t

dt
dtdt

t
dt

tt

t
dt

t

t

x

dx

 

Полученные результаты отличаются постоянным слагаемым 2; оба ре-

зультата правильные, так как, согласно теореме 2, две первообразные от 

данной подынтегральной функции отличаются на некоторую константу. 

Пример 9. Найти интеграл .
4

2
6

2

x

dxx
 

Решение.  

.

4

2
4

2
23

2

6

2

x

dxx

x

dxx
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Пусть ,3 yx  ,3 dxxdy  ,3 2dxxdy  ,
3

12 dydxx   

тогда получим 

22222

3
1

23

2

23

2

23

1
2

4
2

4

2
y

dy

y

dy

y

dy

x

dxx
 

.
23

1

22

1

3

2 3

C
x

arctgC
y

arctg  

Пример 10. Найти интеграл .
cos21

sin

x

xdx
 

Решение. Обозначим ,cos21 xy  тогда ,cos212 xy  диф-

ференцируем обе части равенства, ,cos212 xddy  

,cos212 dxxdyy   ,sin22 xdxydy  .sin ydyxdx  

.cos21
cos21

sin
CxCydy

y

ydy

x

xdx
 

Пример 11. Найти интеграл .

1ye

dy
 

Решение. Берем подстановку ,1yez  ,12 yez  дифферен-

цируем обе части равенства ,12 yeddz  ,12 dyedzz y
 

,2 dyezdz y
 ,

2
ye

zdz
dy  а так как ,12ze y

 тогда .
1

2
2z

zdz
dy  Полу-

чаем: 

.

11

11
ln

1

1
ln

2

1
2

1
2

1

2

1
22

C
e

e

C
z

z

z

dz

zz

zdz

e

dy

y

y

y

 

Пример 12. Найти интеграл .
x1

 dxx
 

Решение. Беря подстановку ,1 yx  получаем 

,1yx ,1
2

yx  .12 dyydx  
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Подставляем в подынтегральное выражение, интегрируем и воз-

вращаемся к переменной :x  

.1ln2141

ln24
2

2
1

2222
12

2

12
2

1
2

121

1

2

22

22

CxxxC

yy
y

dy
y

dyydydy
yy

y

y

y

dy
y

yy
dy

y

y

y

dyyy

x

dxx

 

Пример 13. Найти интеграл .

x

dxx

4 31

 

Решение. Полагаем ,4tx  тогда ,4 tx  ,2tx  ,34 3 tx  

,4 dttdx  .4 3dttdx  Подставляем в подынтегральное выражение и 

интегрируем: 

.
t

dtt

t

dttt

x

dxx

1
4

1

4

1
3

5

3

32

4 3
 

Выделим целую часть подынтегральной функции: 

 

25

5

tt

t
 

13t  

2t  

2t  
 

тогда .
11 3

2
2

3

5

t

t
t

t

t
 

.
1

4
3

4
1

44
1

4
1

4
3

23

3

2
2

3

2
2

3

5

dt
t

tt
dt

t

t
dttdt

t

t
t

t

dtt
 

Найдем .
13

2

dt
t

t
 Для этого введем новую переменную 

,13ty  ,3 2dttdy  .
3

12 dydtt  Полученные результаты подставим в 

подынтегральное выражение и проинтегрируем: 

.tlnyln
y

dy

t

dtt
1

3

1

3

1

1

33
1

3

2
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Возвращаясь к данному интегралу, получаем: 

.CxlnxCtlnt

x

dxx
1

3

4

3

4
1

3

4

3

4

1

4 34 333

4 3
 

Выбор удачной формулы (подстановки) для замены переменной 

имеет большое значение. Вместе с тем дать одно общее правило для 

выбора хорошей подстановки невозможно. Освоить применение этого 

метода интегрирования можно только одним способом – решая как 

можно больше примеров. 

Задания для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. .dxxcos 53  2. .dxx3 72   3. .dxx
20

94  4. .
x

dx

11 113
  

5. .
x

dxx
6

2

5
 6. .

xlnx

dx
2

 7. .
e

dxe
x

x

43
 8. .

x

dxx7  9. .

x

xdx

14
  

10. .

xcos

xdxsin

22

2
 11. .dx

x

xln1
 12. .dx

xcos

xsin
2

21
  

13. .
x

dxx

710

4

 14. .
x

dx

x
cos

32

1
 15. .dx

x

xarccos

2

3

1

1
  

16. .
xsin

dx
ectgx

2
 17. .dx

x

arcctgx
21

3
 18. .dx

xsin

xcos
15

  

19. .
x

dxx
14

6

7
 20. .

xlnx

dx

32
  

Ответы. 1. .53sin
3

1
Cx  2. .72

28

3 3 4
Cx   

3. .94
189

1 21
Cx  4. .113

10

1 11 10
Cx   

5. .
5

5
ln

56

1
3

3

C
x

x
 6. .

ln

1
C

x
 7. .43ln

4

1
Ce x

  

8. .
7ln

72
C

x

  

9. .1ln
2

1 42 Cxx  10. .Cxcos 222  
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11. .ln1
3

2 3
Cx  12. .

cos

2
C

x
tgx  13. .

7

7
ln

710

1
5

5

C
x

x
  

14. .C
x

sin
2

1

2

1
 15. .Cxarcsin

xarccos

4

4

 16. .Cectgx   

17. .
2

3
2

C
xarcctg

arctgx  18. .C
xsin1414

1
  

19. .
777

1 7

C
x

arctg  20. .3lnlnln 2 Cxx  

Методом интегрирования по частям называется нахождение ин-

теграла по формуле 

,duvvudvu   (1.6)  

где ,xuu  xvv функции, имеющие непрерывные производные. 

Формула интегрирования по частям дает возможность свести вы-

числение интеграла udv  к вычислению интеграла ,vdu  который мо-

жет оказаться существенно более простым, чем исходный, или когда он 

будет ему подобен. 

Для применения формулы (1.6) к некоторому интегралу dxxf  

следует подынтегральное выражение dxxf  представить в виде произ-

ведения двух множителей: u  и ;dv  за dv  всегда выбирается такое вы-

ражение, содержащее ,dx  из которого посредством интегрирования 

можно найти ;v  за u  в большинстве случаев принимается функция, 

которая при дифференцировании упрощается. Иногда формулу интег-

рирования по частям приходится использовать несколько раз. 

Укажем некоторые типы интегралов, которые удобно вычислить 

методом интегрирования по частям. 

1. Интегралы вида ,dxexP ax  ,dxaxsinxP  ,cos dxaxxP  

где xP многочлен, a число, .0a  Удобно положить ,xPu  а за 

dv  обозначить все остальные сомножители подынтегрального выраже-

ния, то есть 

.cos

,sin

,

dxax

dxax

dxe

dv

ax
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В данном случае формула (1.6) применяется столько раз, какова 

степень многочлена .xP  

2. Интегралы вида ,arcsin xdxxP  ,xdxarccosxP  

,arctgxdxxP  ,arcctgxdxxP  .xdxlnxP  В таких интегралах удоб-

но положить ,dxxPdv  а за u  обозначить остальные сомножители, 

то есть 

.ln

,

,

,arccos

,arcsin

x

arcctgx

arctgx

x

x

u  

3. Интегралы вида ,dxbxsineax  ,cos dxbxeax  где a  и b  

числа. В таком случае за u  можно принять функцию axeu  или 

.bxcosu sin bxu  Формула интегрирования по частям будет при-

меняться два раза. В повторном интегрировании по частям за u  необ-

ходимо принять аналогичную в первом применении функцию. В таком 

случае получается уравнение относительно данного по условию инте-

грала, из которого легко найти этот интеграл. При неудачном выборе u  

и dv  в повторном интегрировании получается бесполезное тождество. 

Пример 14. Найти интеграл .dxex x32  

Решение. Данный интеграл относится к первой группе интегралов, 

берущихся по частям. Степень многочлена 
2xxP  равна двум, по-

этому будем пользоваться формулой (1.6) два раза. 

Положим ,2xu  ,3 dxedv x
 тогда ,xdxdu 2  

xx edxev 33

3

1
(согласно соотношению (1.5)). 

По формуле (1.6) найдем 

.dxexexxdxeexdxex xxxxx 33233232

3

2

3

1
2

3

1

3

1
 

К последнему интегралу вновь применяем формулу интегрирова-

ния по частям. Положим ,xu  ,3 dxedv x
 тогда ,dxdu  
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xx edxev 33

3

1
 (только что был найден такой интеграл). По формуле 

(1.6) получим 

.exedxexedxxe xxxxx 33333

9

1

3

1

3

1

3

1
 

Окончательно получаем 

.Ce

xeexCexeexdxex

x

xxxxxx

3

332333232

27

2

9

2

3

1

9

1

3

1

3

2

3

1

 

Пример 15. Найти интеграл .xdxcosx 12  

Решение. Данный интеграл относится к первой группе интегралов, 

берущихся по формуле (1.6). Здесь многочлен 12xxP  первой сте-

пени, а значит формула (1.6) будет использоваться один раз. Пологая 

,12xu  ,cos xdxdv  найдем: ,2dxdu  .sincos xxdxv  По 

формуле интегрирования по частям получим 

.Cxcosxsinx

dxxsinxsinxdxxsinxsinxxdxcosx

212

21221212
  

Пример 16. Найти интеграл .dx
x

xln
3

 

Решение. Интеграл относится ко второй группе интегралов, беру-

щихся по частям. Пусть ,ln xu  ,
3x

dx
dv  тогда ,ln dxxdu  

,
1

dx
x

du  .
x

xx
dxx

x

dx
v

2

213
3

3 2

1

213
 

Подставляя полученные результаты в формулу (1.6) получим 

.
xx

xln
CC

xx

xln

x

dx

x

xln
dx

xxx

xln
dx

x

xln

2222

32223

4

1

22

1

2

1

2

2

1

2

1

2

1

2
 

Пример 17. Найти интеграл .arcctgxdx  
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Решение. Так как дан интеграл второй группы, положим 

,arcctgxu  ,dxdv  тогда ,dxarcctgxdu  ,
1

1
2

dx
x

du  

.xdxv  

Воспользуемся формулой интегрирования по частям: 

.
x

xdx
xarcctgxdx

x
xxarcctgxarcctgxdx

22 11

1
 

Последний интеграл находим отдельно. Применим к нему метод 

подстановки. Обозначим ,1 2xy  тогда ,1 2 dxxdy  ,2xdxdy  

отсюда .
2

1
dyxdx  Подставляем в подынтегральное выражение по-

следнего интеграла, находим полученный новый интеграл и возвраща-

емся к заданной переменной :x  

.xlnyln
y

dy

y

dy

x

xdx 22
1

2
1

2

1

2

1

2

1

1
 

Возвращаясь к данному по условию интегралу, получаем: 

.Cxlnxarcctgxarcctgxdx 21
2

1
 

Здесь модуль выражения 
21 x  заменен скобками, так как это 

выражение при любых значениях x  положительно. 

Пример 18. Найти интеграл .dx
x

cose x

2
 

Решение. Дан интеграл третьей группы. Пусть ,xeu  

,
2

cos dx
x

dv  тогда ,dxedu x
 ,dxedu x

 
2

2
2

x
sindx

x
cosv  

(согласно равенству (1.5)). 

По формуле (1.6) получим 

.dx
x

sine

x
sinedxe

x
sin

x
sinedx

x
cose

x

xxxx

2
2

2
2

2
2

2
2

2
 

Как видим, в последнем интеграле в сравнении с данным интегра-

лом одна из функций изменилась на кофункцию, то есть 
2

cos
x

 на 
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.
2

sin
x

 Как было сказано ранее, к интегралам третьей группы метод ин-

тегрирования по частям применяется два раза, поэтому, решая послед-

ний интеграл, положим ,xeu  ,
2

sin dx
x

dv  тогда ,dxedu x
 

.
x

cosdx
x

sinv
2

2
2

 

Используя формулу (1.6), последний интеграл примет вид: 

.dx
x

cose
x

cose

dxe
x

cos
x

cosedx
x

sine

xx

xxx

2
2

2
2

2
2

2
2

2
 

Вернемся к данному интегралу 

.dx
x

cose
x

cose
x

sine

dx
x

cose
x

cose
x

sinedx
x

cose

xxx

xxxx

2
4

2
4

2
2

2
2

2
22

2
2

2
 

Последний интеграл совпадает с исходным интегралом. Таким об-

разом мы получили алгебраическое уравнение с неизвестным интегра-

лом :dx
x

cose x

2
 

.dx
x

cose
x

cose
x

sinedx
x

cose xxxx

2
4

2
4

2
2

2
 

Решим это уравнение относительно исходного интеграла: 

,
x

cose
x

sinedx
x

cosedx
x

cose xxxx

2
4

2
2

2
4

2
 

,
x

cose
x

sinedx
x

cose xxx

2
4

2
2

2
5  тогда 

.C
x

cose
x

sinedx
x

cose xxx

25

4

25

2

2
 

Если при отыскании второго интеграла выбрать u  и dv  иначе: 

,
2

sin
x

u  ,dxedv x
 то получим ,

2
sin dx

x
du  ,

2
cos

2

1
dx

x
du  

,edxev xx  
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.dx
x

cose
x

sine

dx
x

cose
x

sinedx
x

sine

xx

xxx

22

1

2

22

1

22
 

Возвращаясь к данному интегралу, получим 

.,dx
x

cose
x

sine
x

sine

dx
x

cose
x

sine
x

sinedx
x

cose

xxx

xxxx

00
22

2
2

2

22

1

2
2

2
2

2

   

 

Получили бесполезное тождество. 

Задания для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. .xdxcosx2  2. .xdxsinx 1  3. .dxxe x 323  4. .xdxarccos   

5. .xdxlnx 5  6. .arcctgxdxx  7. .xdxarcsin2  8. .xdxarctg3   

9. .xdxsine x 52  10. .
3

cos4 dx
x

e x
 

Ответы. 1. .Cxsinxcosxxsinx 222
 2. .Cxsinxcosx1   

3. .
9

2

3

32 33 Cee
x xx

 4. .Cxxarccosx 21   

5. .
4

5ln
2

22

C
x

x
x

 6. .Carcctgx
x

arcctgx
x

2

1

2

2

  

7. .Cxxarcsinx 241
2

1
2  8. .91ln

6

1
3 2 Cxxxarctg   

9. .Cxsinexcose xx 5
5

2
5

29

5 22
  

10. .C
x

cos
x

sine x

3
12

3145

3 4
 

1.5. Интегрирование рациональных функций 

Определение. Дробно-рациональной функцией (или рациональной 

дробью) называется функция, равная отношению двух многочленов, то 
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есть ,
xQ

xP
xf

n

m  где xPm многочлен степени ,m  а xQn много-

член степени .n  

Рациональная дробь называется правильной, если степень числите-

ля меньше степени знаменателя, то есть ;nm  в противном случае (ес-

ли nm ) рациональная дробь называется неправильной. 

Всякую неправильную рациональную дробь 
xQ

xP
 можно, путем 

деления числителя на знаменатель, представить в виде суммы много-

члена (целой части) и правильной рациональной дроби. 

Следующие правильные дроби называются простейшими или эле-

ментарными: 

1. ;
ax

A
 

2. ,
m

ax

A
где m целое число, больше единицы (то есть ,2m  

Nm ); 

3. ,
2 qpxx

bax
 где знаменатель дроби не имеет действительных 

корней, то есть .042 qpD  

Здесь qpbaA  ,     ,,, действительные числа. 

Рассмотрим на примерах интегралы от простейших рациональных 

дробей. 

Пример 19. Найти интеграл .dx
x 2

5
 

Решение. Воспользуемся свойством 4 неопределенных интегралов 

и равенством (1.5): 

пусть ,2xxf  тогда ,1xf  поэтому 

.2ln5
2

1
5

2

5
Cxdx

x
dx

x
 

Таким образом  

.CaxlnAdx
ax

A
 

Пример 20. Найти интеграл .dx
x

5
4

3
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Решение. Обозначим ,4 yx  ,4 dxxdy  ,1 dxdy  

,dxdy  тогда получим  

.C
y

C
y

C
y

C
y

dyy
y

dy
dx

x

44

4

15
5

55

44

3

4

3

4
3

15
333

4

3

 

Следовательно 

C
axm

A
dx

ax

A
mm 1

1
. 

Пример 21. Найти интеграл .
xx

dx

842
 

Решение. Рассмотрим квадратный трехчлен, стоящий в знаменате-

ле подынтегральной функции :842 xx  

,016321681442D  действительных корней квадратный 

трехчлен не имеет, поэтому выделим полный квадрат из квадратного 

трехчлена .xxxxx 42442284
222  Обозначим че-

рез ,2xy тогда ,2 dxxdy  ;dxdy  .484 22 yxx  

Подставим в данный интеграл: 

.C
x

arctgC
y

arctg
y

dy

xx

dx

2

2

2

1

22

1

284 222
 

Пример 22. Найти интеграл .dx
xx

x

132

87
2

 

Решение. Выделим из квадратного трехчлена полный квадрат 

2

1

16

9

16

9

4

3
22

2

1

2

3
2132 222 xxxxxx  

.
16

1

4

3
2

2

x  Введем новую переменную ,
4

3
xz  тогда 

,dxdz  .
4

3
zx  
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.dz

z

z
dz

z

z
dz

z

z

dx
xx

x

16

1

81

2

1

16

1
2

687

16

1
2

4

3
87

132

87

222
2

 

Далее разложим полученный интеграл на сумму двух интегралов, 

соответственно двум слагаемым в числителе, и находим их по формуле 

20 таблицы интегралов и равенству (1.4) 

.Czln

z

z

lndz

z

z

z

dz
dz

z

z

z

dz
dx

xx

x

16

1
2

4

1
4

1

4

1
2

1

2

1

16

1

2
4

2

1

4

12

1

16

1

8

2

1

16

12

1

132

87

2

2

2
2

22
2

 

Возвращаясь к переменной ,x  окончательно получим 

.Cxxln
x

x
ln

Cxln

x

x

lndx
xx

x

2

1

2

3
2

2
1

1

16

1

4

3
2

4

1

4

3
4

1

4

3

132

87

2

2

2

 

Пример 23. Найти интеграл .
423

1376
2

23

dx
xx

xxx
 

Решение. Подынтегральная функция представляет собой непра-

вильную рациональную дробь, поэтому сначала выделим целую часть 

данной функции, деля числитель на знаменатель: 

 

xxx

xxx

846

1376
23

23

 

423

153
2

2

xx

xx
 

37x  

423 2 xx  

12x  
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Таким образом .
xx

x
x

xx

xxx

423

37
12

423

1376
22

23

 Интегри-

руем каждое слагаемое отдельно: 

.
423

7

3

7
423

7

3

7
2

2

423

7

3
7

2
423

1376

2

2

2

2

22

23

dx
xx

x

xxdx
xx

x

x
x

dx
xx

x

dxxdxdx
xx

xxx

 

Последний интеграл найдем отдельно. Для этого выделим полный 

квадрат 
3

4

9

1

9

1

3

1
2

3

4

3

2
3423 222 xxxxxx  

.
9

11

3

1
3

2

x  

.dy

y

y

dy

y

y

dx
xx

x

9

11
21

2

3

1

9

11
3

7

3

3

1

423

7

3

22
2

 

Разложим полученный интеграл на сумму двух интегралов: 

.

y

dy
dy

y

y
dy

y

y

9

1121

2

9

11

9

11
21

2

222

 

.xxlnxln

yln

y

ydy

y

ydy

y

ydy

3

4

3

2

2

1

9

11

3

1

2

1

9

11

2

1

9

11

2

2

1

9

11

2
2

1

9

11

2
2

2

222

 

Здесь мы использовали формулу (1.4). 
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..
11

13

11

3

11

3

1
3

11

3

11

3

11

3

3
11

3
11

1

3

11
9

11 2

2
2

x
arctg

x

arctg
y

arctg

y
arctg

y

dy

y

dy

 

Следовательно, 

.
11

13

117

2

3

4

3

2
ln

6

1

11

13

11

3

21

2

3

4

3

2
ln

2

1

3

1

423

7

3

2

2

2

x
arctgxx

x
arctgxxdx

xx

x

 

Возвращаясь к данному интегралу, окончательно получаем 

.
11

13

11

2

3

4

3

2
ln

6

7

11

13

117

2

3

4

3

2
ln

6

1
7

423

1376

22

22

2

23

C
x

arctgxxxxC

x
arctgxxxxdx

xx

xxx

 

Теорема. Всякую правильную рациональную дробь ,
xQ

xP
знамена-

тель которой разложен на множители 

,... 2
21

21 qpxxxxxxxQ
kk

 где ,042 qp  можно 

представить (и притом единственным образом) в виде следующей сум-

мы простейших дробей 

2
2

2

2

1

1
3

1

3

2
1

2

1

1 1...
xx

B

xx

B

xx

A

xx

A

xx

A

xx

A

xQ

xP k
 

qpxx

DCx

xx

B

xx

B
k

k

2

2

3

2

3 ......
2

2   (1.7) 

где DCBBBAAA kk   ,..., ,, ... ,  ,  ,..., ,  ,
21 2121 некоторые действительные 

коэффициенты. 

Действительные коэффициенты можно определить из следующих 

положений. Написанное равенство есть тождество, поэтому, приводя 

дроби к общему знаменателю, получим тождественные многочлены в 

числителе справа и слева. Приравнивая коэффициенты при одинаковых 
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степенях x , получим систему уравнений для определения неизвестных 

коэффициентов DCBBBAAA kk   ,..., ,, ... ,  ,  ,..., ,  ,
21 2121 . Этот метод на-

хождения коэффициентов называется методом неопределенных коэф-

фициентов. 

Наряду с этим для определения коэффициентов можно воспользо-

ваться следующим замечанием: так как многочлены, получившиеся в 

правой и левой частях равенства, после приведения к общему знамена-

телю должны быть тождественно равны, то их значения равны при лю-

бых частных значениях x . Придавая x  частные значения, получим 

уравнения для определения коэффициентов. 

Пример 24. Найти интеграл .
3

2
dx

xx

x
 

Решение. Подынтегральная функция является правильной рацио-

нальной дробью (степень многочлена числителя, равная единице, 

меньше степени многочлена знаменателя, равной двум), причем знаме-

натель дроби разложен на не повторяющиеся множители, имеющие 

действительные корни. 

Разложим данную дробь 
3

2

xx

x
 на простейшие дроби: 

.
33

2

x

B

x

A

xx

x
 

Приведем дроби к общему знаменателю, а затем приравняем мно-

гочлены в числителях справа и слева: 

3

2

xx

x
,

3

3

3

3

xx

BxxA

x

B

x

A
xx

 

,32 BxxAx  .32 BxAAxx  

Приравнивая коэффициенты при x  и x (свободный член), полу-

чим систему уравнений для определения коэффициентов: 

.
3

5

3

2
11.32:

,
3

2
1:

ABAx

ABAx

                      

                                        


  

Тогда данная дробь примет вид: 

.
3

3
5

3
2

3

2

xxxx

x
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Подставляя правую часть последнего равенства в данный интеграл, 

получим: 

.Cxlnxln
x

dx

x

dx

dx
x

dx
x

dx
xx

dx
xx

x

3
3

5

3

2

33

5

3

2

3

3
5

3
2

3

3
5

3
2

3

2

 

Пример 25. Найти интеграл .dx
xx

x

21

2
3

2

 

Решение. Степень многочлена числителя равна двум, а знаменателя – 

четырем. Разложим подынтегральную функцию на простейшие дроби: 

.
x

B

x

A

x

A

x

A

xx

x

211121

2
3

3

2

21

3

2

 

Приводя к общему знаменателю и приравнивая числители, получим: 

.xBxAxxAxxAx
3

32
2

1
2 1221212  

Для нахождения неопределенных коэффициентов воспользуемся 

методом частных значений аргумента ,x придавая ему четыре различ-

ных значения (так как требуется найти четыре коэффициента): 

при 1x  получим ,321 3
2

A  ;13A  

при :2x  ,27222 B  ;
9

2
B  

при :1x  ,82421 321 BAAA  ,
9

16
1243 21 AA   

,
9

2
24 21 AA  ;

9

1
2 21 AA  

при :0x  ,2222 321 BAAA  ,
9

2
2222 21 AA   

,
9

2
22 21 AA  .

9

1
21 AA  

Решим систему уравнений: 

.
3

1

,
9

2

      

9

1
9

2

        -       

;
9

1

,
9

1
2

2

1

12

1

21

21

A

A

;AA

,A

AA

AA
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Получили .
9

2
   ,1   ,

3

1
   ,

9

2
321 BAAA  

Подынтегральная функция примет вид: 

.
2

9
2

1

1

1

3
1

1

9
2

21

2
323

2

xxxxxx

x
 

Проинтегрируем правую часть полученного равенства, используя 

свойства и таблицу неопределенных интегралов: 

.Cxln
xx

xln

Cxln
xx

xln

xlndxxdxxxln

x

dx

x

dx

x

dx

x

dx
dx

xx

x

2
9

2

12

1

13

1
1

9

2

2
9

2

13

1

12

1

3

1
1

9

2

2
9

2
11

3

1
1

9

2

29

2

113

1

19

2

21

2

2

1312

32

323

2

 

Пример 26. Найти интеграл .
124

4

23

dx
xx

xxx
 

Решение. Разложим знаменатель правильной дроби на множители: 

.111 234 xxxxxxxx . 

В последнем множителе дискриминант 

.03411141
2

D  

Разложим подынтегральную функцию на простейшие дроби: 

.
1111

124
22

23

xx

DCx

x

B

x

A

xxxx

xxx
 

Приведем к общему знаменателю обе части равенства и приравня-

ем многочлены числителей: 

.1111124 2223 xxDCxxxBxxxxAxxx   

При :0x  ;1    ,1 AA  

:1x  ;2    ,63    ,31241 BBB  

:1x  ,2221241 DCBA    

 ,22224 DC  ;2DС  

:2x ,6126914168 DCBA   
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,61212921 DC ,24612 DC   

.42 DC   

Решим систему уравнений: 

0.D

2,C
    (-)   

;42

;2

DC

DС
 

Получили .0   ,2   ,2   ,1 DCBA  

Тогда подынтегральная функция примет вид: 

.
1

2

1

21

11

124
22

23

xx

x

xxxxxx

xxx
 

Проинтегрируем правую часть последнего равенства: 

.dx
xx

x
xlnxln

dx
xx

x

x

dx

x

dx
dx

xxxx

xxx

1

2
12

1

2

1
2

11

124

2

22

23

 

Найдем отдельно последний интеграл. Выделим полный квадрат: 

.
4

3

2

1
1

4

1

4

1

2

1
21

2
32 xxxxx  Введем новую пе-

ременную .
4

3
1   ,   ,

2

1
   ,

2

1 22 yxxdydxyxxy  

.

y

dy

y

ydy

dy

y

y
dy

y

y

dx
xx

x

4

3

4

3

2

4

3

12

4

3

2

1
2

1

2

22

22
2

 

Используя равенство (1.4), получим: 

.xxlnxlnyln

y

ydy
1

4

3

2

1

4

3

4

3

2 2
2

2

2
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.
x

arctg

x

arctg

y
arctg

y
arctg

y

dy

y

dy

3

12

3

2

3

2

1
2

3

2

3

2

3

2

2
3

2
3

1

2

3
4

3 2

2
2

 

Тогда .
x

arctgxxlndx
xx

x

3

12

3

2
1

1

2 2

2
 Возвращаясь к 

данному интегралу, окончательно получим: 

.C
x

arctgxxlnxlnxlndx
xx

xxx

3

12

3

2
112

124 2

4

23

 

Задания для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. .
x

dx

7
 2. .

x

dx

3

4
 3. .

x

dx
7

5
 4. .

x

dx
6

12

5
 5. .dx

x

x

2

13
  

6. .dx
x

x

1

3

 7. .dx
x

x

2

12

 8. .
xx

dx

232
 9. .dx

xx

x

54

5
2

 

10. .
xx

dx
2414

 11. .dx
xx

xx
2

2

961

1318
 12. .

xxx

dxx

21

2
 

13. .
xxx

dxx

21

5
2

 14. .dx
xxx

xx

31

23
2

2

 15. .
xx

dxx

54

32
2

 

16. .
742

13
2

3

dx
xx

xx
 17. .

x

dx

273
 18. .

xxx

dxx

21

6
2

 

Ответы. 1. .7ln Cx  2. .3ln4 Cx  3. .
56

1
6

C
x

 

4. .
122

1
5

C
x

 5. .2ln53 Cxx   

6. .1ln
23

23

Cxx
xx

 7. .2ln32
2

2

Cxx
x

  

8. .
1

2
ln C

x

x
 9. .1ln

3

2
5ln

3

5
Cxx  
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10. .
24

1
C

x
 11. .

927

7

3

1
ln

9

1
2 C

x
xx   

12. .

21

ln
3 2

C

xx

x
  

13. .
2

5
2ln

12

7
1ln

3

4
ln

4

3
C

x
xxx  

14. .3ln
3

5

1

3
1ln

3

19
ln2 Cx

x
xx  

15. .254ln 2 Cxarctgxx   

16. .C
x

arctgxxlnx
x

5

12

10

9

2

7
2

4

7

4

2
2

  

17. .
33

32

381

11
93ln

54

1
3ln

27

1 2 C
x

arctgxxx   

18. .Cxarctgxlnxxln 2
2

9
1

2

7
54

4

7 2
  

1.6. Интегрирование некоторых  
иррациональных функций 

Рассмотрим некоторые типы интегралов, содержащих иррацио-

нальные функции. 

Интегралы типа      ,dx

cbxax

BAx
,

cbxax

dx

22
 

cbxaxmx

Adx

2
 называются неопределенными интегралами от 

квадратичных иррациональностей. Первые два интеграла находятся 

следующим образом: под радикалом выделяется полный квадрат, затем 

основание полного квадрата обозначается новой переменной. После 

необходимых преобразований, выполненных над подынтегральным вы-

ражением, получаем табличные интегралы. Интегралы третьего вида 

подстановкой 
y

mx
1

 приводятся к виду первых двух интегралов. 

Пример 27. Найти интеграл .

xx

dx

362 2
 



 33 

Решение. Выделим полный квадрат в подкоренном выражении: 

.
4

3

2

3
2

2

3

4

9

4

9

2

3
22

2

3
32362

2
222 xxxxxxx  

Введем новую переменную ,
2

3
yx  тогда ,

2

3
yx  ;dydx  

.
4

3
2362 22 yxx    

Данный интеграл примет вид: 

.Cxxxln

CxxlnCyyln

y

dy

y

dy

xx

dx

2

3
3

2

3

2

1

4

3

2

3

2

3

2

1

4

3

2

1

4

32

1

4

3
2

362

2

2
2

22
2

 

Пример 28. Найти интеграл .dx

xx

x

10

5

2
 

Решение. Преобразуем подкоренное выражение, выделяя полный 

квадрат:  

.25525255210
222 xxxxx  

Воспользуемся подстановкой ,5xz  тогда ,5zx  ,dzdx  

.2510 22 zxx  

Подставим полученные выражения в данный интеграл и преобразу-

ем его: 

.

z

dz

z

zdz
dz

z

z
dz

z

z
dx

xx

x

25

10

2525

10

25

55

10

5

22222
 

Найдем отдельно каждый интеграл. Для нахождения первого инте-

грала воспользуемся методом замены переменной: 
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.zy

y
yy

dyy

y

dy

y

dy

dyzdz,zdzdy,dzzdy

zddy,yz

z

zdz

25

2

12

1

1
2

12

1

2

1

2

12

1

2

1
225

2525

25

2

2

1
2

1
1

2

1

2

1

2
1

2

22

2     

  

 

Рассмотрим второй интеграл 

.25ln10

25

10

25

10 2

22
zz

z

dz

z

dz
 

Возвращаясь к данному интегралу и исходной переменной интег-

рирования ,x  получаем: 

.CxxxlnxxCxxln

xCzzlnzdx
xx

x

1051010255510

255251025
10

5

222

222

2

  

Пример 29. Найти интеграл .dx

xx

x

54

35

2
 

Решение. Преобразуем квадратный трехчлен 

.2992

92544225454

22

2222

xx

xxxxxxx
  

Введем новую переменную ,2xy  тогда ,2yx  ,dydx  

.954 22 yxx  

.
z

dy

y

ydy

dy
y

y
dy

y

y
dx

xx

x

22

222

9

13

9

5

9

135

9

325

54

35

 

Рассмотрим каждый интеграл отдельно. 
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.955

2
12

5

1
2

12

5

2

5

2

5

2

1
5

2

1
,2

,9,9,9

9

5

2
2

11
2

1

2

1

2
1

222

2

yz
zz

dzz

z

dz

z

dz

dzydyydydz

dyydzyddzzy

y

ydy

  

    

.
y

arcsin

y

dy

y

dy

3
13

3

13

9

13

222
 

Исходный интеграл будет равен 

.C
y

arcsinydx

xx

x

3
1395

54

35 2

2
 

Возвращаясь к данной переменной интегрирования ,x окончатель-

но получим: 

.C
x

arcsinxx

C
x

arcsinxdx
xx

x

3

2
13545

3

2
13295

54

35

2

2

2

 

Пример 30. Найти интеграл .
xxx

dx

22 2
 

Решение. Воспользуемся подстановкой ,
1

2
y

x  тогда 

.
2121

4
2

4
41

2
1

22
1

2  ,
1

  ,2
1

22

2

2

2

2

y

y

yy

yyyyy
xxdy

y
dx

y
x

 

Получим интеграл: 

.
2121121122

2

2

2

2

2 y

dy

y

y

y
y

dy

y

y

y

y

dy

xxx

dx
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Воспользуемся еще раз подстановкой:  ,21 zy тогда 

.
2

1
  ,1

2

1
dzdyzy Подставляя полученные выражения в послед-

ний интеграл, получим: 

.CyCzCzC
z

C
z

dzz
z

dz

y

dy

21

2

12

1

1
2

12

1

2

12

1

21

2

1
2

1

1
2

1

2

1

 

Вернемся к данному интегралу и исходной переменной интегриро-

вания :x  

.
22

22

2

2
1

2

1
2121

22 2

C
x

x
C

x

x

C
x

C
x

Cy
xxx

dx

 

Если подынтегральная функция содержит иррациональности раз-

ных показателей корней, тогда подстановка ,stx где s наименьшее 

общее кратное показателей корней, сводит интеграл к интегралу от ра-

циональной функции. 

Пример 31. Найти интеграл .
2121 4 xx

dx
 

Решение. Воспользуемся методом подстановки, обозначив 

,21 4yx  так как 4 наименьшее общее кратное показателей кор-

ней два и четыре, тогда ,21   ,21 44 dyydxxydxd   

.21   ,21   ,2   ,42 4233 yyyxdyydxdyydx  

Подставляя в данный интеграл, получим: 

.
1

2
1

2
2

2121

23

2

3

4 y

dyy

yy

dyy

yy

dyy

xx

dx
 

Получили подынтегральную функцию, которая является непра-

вильной рациональной дробью. Выделим целую часть, а для этого раз-

делим многочлен числителя на многочлен знаменателя: 
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yy

y
2

2

 

1y

y
 

1
 

1y  

1y  

 

Таким образом .
1

1
1

1

2

y
y

y

y
 

Подставим в последний интеграл полученную функцию и проин-

тегрируем: 

.1ln221ln22
2

2

1
222

1

1
12

1
2

2
2

2

CyyyCyy
y

y

dy
dyydydy

y
y

y

dyy

 

Возвращаясь к данному интегралу и переменной интегрирования 

,x  получим: 

.21ln221221

121ln221221
2121

4 14

44
2

4

4

Cxxx

Cxxx
xx

dx

 

Задания для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. .
1

3

dx
x

x
 2. .

11
3

xx

dx
 3. .

3 xx

dx
 4. .

2
dx

x

x
 

5. .
12 xx

dx
 6. .

43 2 xx

dxx
 7. .

522 xx

dx
  

8. .

9212 2xx

dx
 9. .

25

118

2xx

dxx
 10. .

194

52

2 xx

dxx
 

11. .

2

4

2xx

dxx
 12. .

16

3

2 xx

dxx
 13. .

182 xxx

dx
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14. .

11 2 xxx

dx
 

Ответы. 1. .
5

13

7

1
12

23

Cx
xx

x   

2. .12 Cxarctg  3. .1ln6236 636 Cxxxx  

4. .
2

222 С
x

arctgx  5. .12 Cxarctg  

6. .1ln22
5

6 12 512 56 5 Cxxx  7. .251ln 2xxxC  

8. .
2

23
arcsin

3

1
C

x
 9. .

6

1
arcsin3258 2 x

xxC  

10. .194
4

5
194498ln

16

61 22 Cxxxxx  

11. .
3

12
arcsin

2

7
2 2 C

x
xx  12. .162 Cxx  

13. .1841lnln 2 Cxxxx   

14. .12ln1ln 22 Cxxxxxx  

1.7. Интегрирование тригонометрических функций 

Рассмотрим некоторые случаи нахождения интеграла от тригоно-

метрических функций. Функцию с переменными xsin  и ,cos x над ко-

торыми выполняются рациональные действия (сложение, вычитание, 

умножение и деление) принято обозначать ,cos ;sin xsR  где R знак 

рациональной функции. 

Вычисление неопределенных интегралов типа 

dxxxR cos;sin  сводится к вычислению интегралов от рациональной 

функции подстановкой ,
2

t
x

tg которая называется универсальной. 

Действительно, ,
1

2

2
1

2
2

sin
2

2 t

t

x
tg

x
tg

x  ,
1

1

2
1

2
1

cos
2

2

2

2

t

t

x
tg

x
tg

x  
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.
1

2
   ,2

2
dt

t
dxarctgtx  

Поэтому dt
tt

t

t

t
RdxxxR

22

2

2 1

2

1

1
;

1

2
cos;sin   

,1 dttR где tR1 рациональная функция от .t Обычно этот способ 

весьма громоздкий, зато он всегда приводит к результату. 

На практике применяют и другие, более простые подстановки, в за-

висимости от свойств (и вида) подынтегральной функции. В частности, 

удобны следующие правила: 

1) если функция xsR cos ;sin нечетна относительно ,sin x  то есть 

,cos ;sincos ;sin xxRxsR то подстановка txcos  рационализи-

рует интеграл; 

2) если функция xsR cos ;sin  нечетна относительно ,cos x то есть 

,cos ;sincos- ;sin xxRxsR то делается подстановка ;sin tx  

3) если функция xsR cos ;sin четна относительно xsin  и :cos x  

,cos ;sincos- ;sin xxRxsR то интеграл рационализируется подста-

новкой  

,

1

1

1

1
cos   ,

11

sin   ,
2222 txtg

x

t

t

xtg

tgx
xttgx   

.
1

,
2t

dt
dxtarctgx      

Для нахождения интегралов типа xdxx nm cossin  используются 

следующие приемы: 

1) подстановка ,sin tx  если n целое положительное нечетное 

число; 

2) подстановка ,cos tx  если m целое положительное нечетное 

число; 

3) формулы понижения порядка:   ,2cos1
2

1
cos2 xx  

,2cos1
2

1
sin2 xx  ,2sin

2

1
cossin xxx  если m  и n целые не-

отрицательные четные числа; 

4) подстановка ,ttgx  если nm есть четное отрицательное це-

лое число. 
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Интегралы типа ,cossin bxdxax  ,coscos bxdxax  bxdxaxsinsin  

вычисляются с помощью известных формул тригонометрии: 

.coscos
2

1
sinsin

,coscos
2

1
coscos

,sinsin
2

1
cossin

 

Пример 32. Найти интеграл .
cos3sin53 xx

dx
 

Решение. Воспользуемся универсальной подстановкой .
2

x
tgt  

Тогда .
1

1
cos   ,

1

2
sin   ,

1

2
2

2

22 t

t
x

t

t
x

t

dt
dx  Следовательно, 

.35ln
5

1

35352

2

6101

12

1

331033

1

2

1

33

1

10
3

1

2

cos3sin53

2

2

2

22

2

2

2

2

2

Ct
t

dt

t

dt

tt

tdt

t

ttt

t

dt

t

t

t

t

t

dt

xx

dx

 

Возвращаясь к переменной интегрирования ,x  получим 

.3
2

5ln
5

1

cos3sin53
C

x
tg

xx

dx
 

Пример 33. Найти интеграл .sin5 xdx  

Решение. Так как 
5

sincos ;sin xxxR ,cos ;sinsin5 xxRx  то полагаем 

,cos tx  ,sincos1sinsinsinsinsin
222245 xxxxxxx  

,sin xdxdt  тогда .sin dtxdx  

Данный интеграл примет вид: 

.
53

2

53
2

221

1sincos1sin

5
3

53

4242

22225

C
t

ttC
tt

t

dttdttdtdttt

dttxdxxxdx

 



 41 

Возвращаясь к данной переменной интегрирования ,x получим: 

.
5

cos
coscos

3

2
sin

5
35 C

x
xxxdx  

Пример 34. Найти интеграл .cossin 32 xdxx  

Решение. Так как 
32 cossincos;sin xxxxR  

,cos;sincossincossin 3232 xxRxxxx то воспользуемся под-

становкой .cos   ,sin xdxdttx  

.1

cossin1sincoscossincossin

4222

222232

dtttdttt

xdxxxxdxxxxdxx
 

Тогда получим интеграл  

.
53

cossin
53

424232 C
tt

dttdttdtttxdxx  

Вернемся к исходной переменной 

.
5

sin

3

sin
cossin

53
32 C

xx
xdxx  

Пример 35. Найти интеграл .
cos

1
6

dx
x

 

Решение. Подынтегральная функция .cos;sin
cos

1
6

xR
x

 

.cos;sin
cos

1

cos

1
cos;sin

66
xxR

xx
xxR  Воспользуемся 

подстановкой ,ttgx  тогда ,

1

1

1

1
cos

32

6

2

6

tt
x  

,1
cos

1 32

6
t

x
 .

1 2t

dt
dx  Получим интеграл 

2

32

6 1
1

cos

1

t

dt
t

x
dtttdtt 4222 211  

.
53

2
2

5
342 C

t
ttdttdttdt  
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Переходя к данной переменной интегрирования ,x  получим 

.
53

2

cos

1 5
3

6
C

xtg
xtgtgxdx

x
 

Пример 36. Найти интеграл .cossin 24 xdxx  

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию  

.
4

2sin
sin

2

2sin
sin

2

cossin2
sin

cossinsincossinsincossin

2
2

2
2

2
2

2222224

x
x

x
x

xx
x

xxxxxxxx

 

Воспользуемся формулой понижения порядка для первого множи-

теля: 

.2cos2sin2sin
8

1

4

2sin

2

2cos1 22
2

xxx
xx

 

Получили интеграл: 

.2cos2sin
8

1

2sin
8

1
2cos2sin2sin

8

1
cossin

2

22224

xdxx

xdxdxxxxxdxx

 

Рассмотрим первый интеграл: 

.4sin
64

1

16

1
44cos

64

1

16

1
4

4

1
4cos

16

1

16

1
4cos

16

1

16

1
4cos1

16

1

2

4cos1

8

1
2sin

8

1 2

xxxxd

xxdxxxdx

dxdxxdx
x

xdx

 

Во втором интеграле положим ,2sin zx  тогда 

,2cos22sin xdxxddz  .
2

1
2cos dzxdx  xdxx 2cos2sin

8

1 2
 

.2sin
48

1

316

1

16

1

2

1

8

1 3
3

22 x
z

dzzdzz  

Подставляя полученные результаты, имеем xdxx 24 cossin  

.2sin
48

1
4sin

64

1

16

1 3 Cxxx  
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Пример 37. Найти интеграл .2sin3sin xdxx  

Решение. Воспользуемся формулой 

.coscos
2

1
sinsin  

.5sin
10

1
sin

2

1

55cos
10

1
sin

2

1
5

5

1
5cos

2

1
sin

2

1

5cos
2

1
cos

2

1
5coscos

2

1

23cos23cos
2

1
2sin3sin

Cxx

xdxxxdxx

xdxxdxdxxx

dxxxxxxdxx

 

Пример 38. Найти интеграл .7cos4sin xdxx  

Решение. Применяя формулу  

,sinsin
2

1
cossin  получим xdxx 7cos4sin  

.11cos
22

1
3cos

6

1

1111sin
22

1
33sin

6

1
11

11

1
11sin

2

1

3
3

1
3sin

2

1
11sin

2

1
3sin

2

1

11sin3sin
2

1
74sin74sin

2

1

Cxx

xxdxxdxdx

xdxxdxdxx

dxxxdxxxxx

  

Пример 39. Найти интеграл .9cos5cos xdxx   

Решение. Используя формулу ,coscos
2

1
coscos  по-

лучим 

.14sin
28

1

4sin
8

1
1414cos

28

1
44cos

8

1
14

14

1
4cos

2

1

4
4

1
4cos

2

1
14cos

2

1
4cos

2

1
14cos

2

1

4cos
2

1
95cos95cos

2

1
9cos5cos

Cx

xxxdxxdxdx

xdxxdxxdxxdx

dxxxxxxxdxx
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Задания для самостоятельного решения 

Найти интегралы: 

1. .3sin2 xdx  2. .4 xdxсos  3. .sin3xdx  4. .cossin 53 xdxx  

5. .cossin 22 xdxx  6. .cossin 23 xdxx  7. .
sin

cos
4

3

dx
x

x
 

8. .3xdxtg  9. .
cos

1
8

dx
x

 10. .3sinsin xdxx  

11. .7cos4cos xdxx  12. .
4

3
cos

4
sin dx

xx
 13. .

sin54 x

dx
 

14. .
cos35 x

dx
 15. .

cos1
2

x

dx
 

Ответы. 1. .6sin
12

1

2
Cx

x
 2. .4sin

32

1
2sin

4

1

8

3
Cxxx  

3. .coscos
3

1 3 Cxx  4. .
3

1 3 Cxtgxxtg  5. .4sin
32

1

8
Cx

x
 

6. .cos
3

1
cos

5

1 35 Cxx  7. .
sin

1

3

1

sin

1
3

C
xx

  

8. .cosln
2

2

Cx
xtg

 9. .
5

3

7

3
57

Ctgxxtg
xtgxtg

  

10. .
4

2sin

8

4sin
C

xx
 11. .

6

3sin

22

11sin
C

xx
 

12. .
2

cos
2

cos
C

xx
 13. .

1
2

2

2
2ln

3

1
C

x
tg

x
tg

  

14. .
2

2
2

1
C

x
tgarctg  15. .

26

1

22

1 3 C
x

tg
x

tg  

Индивидуальное домашнее задание по теме 

«Неопределенный интеграл» 

Найти интегралы: 

Вариант 1. 

1. .
2

4

2

dx
x

x
 2. .

23

13
dx

x

x
 3. .34 3 dxex x   
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4. .2cos652 xdxxx  5. .
522 xx

dx
 6. .

1
2

3

dx
xx

x
  

7. .
21

9136
2

2

dx
xx

xx
 8. .

11

244
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 2.  

1. .713 dxxxx  2. .4 12 dxx  3. .43 3 dxex x  

4. .5cos42 xdxx  5. .
1372 xx

xdx
 6. .

34

17
2

3

dx
xx

x
 

7. .
2

8136
2

2

dx
xx

xx
 8. .

11

234
2

2

dx
xx

xx
  

Вариант 3.  

1. .
1

2
3

dx
x

x
 2. .

87 2x

dx
 3. .4sin164 xdxx   

4. .cos342 xdxxx  5. .
842 xx

dx
 6. .

1

13
2

3

dx
x

x
 

7. .
22

6136
2

2

dx
xx

xx
 8. .

12

177
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 4. 

1. .

5
1

2

dx
x

x
 2. .

ln
dx

x

x
 3. .61 2 dxex x   

4. .7cos2
2

xdxx  5. .
132

87
2

dx
xx

x
 6. .

2

52
2

3

dx
xx

x
  

7. .
21

10146
2

2

dx
xx

xx
 8. .

221

124
2

2

dx
xxx

xx
  

Вариант 5.  

1. .
1

3

dx
x

x
 2. .7

2
dxx x

 3. .14ln 2 dxx   

4. .6cos1272 xdxxx  5. .
13 2 xx

dx
 6. .

6

12
2

3

dx
xx

x
 

7. .
22

10116
2

2

dx
xx

xx
 8. .

321

696
2

2

dx
xxx

xx
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Вариант 6.  

1. .
11

4 3
dx

xx
 2. .

7
sin2 x

dx
 3. .16 dxxarctg  

4. .2cos742 2 xdxxx  5. .

54

63

2
dx

xx

x
 6. .

23

253
2

3

dx
xx

x
 

7. .
21

7116
2

2

dx
xx

xx
 8. .

322

101611
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 7.  

1. .
3

2
2

3

dx
x

x
 2. .cos

x

dx
x  3. .923 dxxe x  

4. .8cos1199 2 xdxxx  5. .

125 2 xx

xdx
  

6. .
122

123 23

dx
xxx

xx
 7. .

11

176
2

2

dx
xx

xx
  

8. .
21

156
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 8.  

1. .
1

2

dx
xx

x
 2. .1sin 2 dxxx  3. .2cos65 xdxx   

4. .4cos17168 2 xdxxx  5. .
942 xx

dx
  

6. .
321

123 23

dx
xxx

xx
 7. .

21

10106
2

2

dx
xx

xx
  

8. .
221

122
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 9.  

1. .2
1

2

dxx
x

 2. .cos2sin xdxx  3. .2cos32 xdxx  

4. .9cos73 2 xdxx  5. .
96

23
2

dx
xx

x
 6. .

211

3

dx
xxx

x
 

7. .
1

276
2

2

dx
xx

xx  8. .
33

21219
2

2

dx
xx

xx
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Вариант 10.  

1. .
1

3

2

dx
xx

x
 2. .

cos 42

3

x

dxx
 3. .4cos52 xdxx   

4. .sin53
2

xdxx  5. .

862 xx

dx
 6. .

231

123 23

dx
xxx

xx
  

7. .
2

8136
2

2

dx
xx

xx
 8. .

42

88
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 11.  

1. .
21

2

3
dx

xx
 2. .2sin

2sin xdxe x
 3. .3sin5 xdxx  

4. .2cos73 2 xdxx  5. .
34

1
2

dx
xx

x
 6. .

34

123 23

dx
xxx

xx
 

7. .
21

7136
2

2

dx
xx

xx
 8. .

12

4125
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 12.  

1. .
12

4

3 2

dx
x

xx
 2. .

ln 3 xx

dx
 3. .14 dxxarctg   

4. .7cos81 2 xdxx  5. .

232 2xx

dx
 6. .

21

24 23

dx
xxx

xx
 

7. .
21

6146
2

2

dx
xx

xx
 8. .

541

12164
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 13.  

1. .
12

3

2

dx
x

xx
 2. .

1

arcsin

2
dx

x

x
 3. .2cos24 xdxx  

4. .5sin32 xdxxx  5. .

1

82

2
dx

xx

x
 6. .

23
3

3

dx
xx

x
 

7. .
21

10106
2

2

dx
xx

xx
 8. .

12

11313
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 14.  

1. .1 43 dxxxx  2. .
12

xdxe
x

 3. .25 3 dxex x  
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4. .4sin122 xdxxx  5. .
742 xx

xdx
 6. .

24

123 23

dx
xxx

xx
 

7. .
2

326
2

2

dx
xx

xx
 8. .

91

467
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 15.  

1. .
15

3

2

dx
x

xx
 2. .5 23 dxx  3. .3ln 2 dxx   

4. .sin232 xdxxx  5. .
32

12
2

dx
xx

x
 6. .

1
2

35

dx
xx

xx
 

7. .
21

2109
2

2

dx
xx

xx
 8. .

223

282024
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 16.  

1. .
15

4

8

dx
x

x
 2. .

53 2x

dx
 3. .2sin2 xdxx   

4. .cos652 xdxxx  5. .
74

1
2

dx
xx

x
 6. .

13
2

35

dx
xx

xx
  

7. .
1

12
2

2

dx
xx

xx
 8. .

15

233
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 17.  

1. .
1

5 4
dx

x

x
 2. .22 dxee

xx

 3. .342 dxxe x   

4. .5sin962 xdxxx  5. .

12 xx

xdx
 6. .

2

382
2

35

dx
xx

xx
 

7. .
12

476
2

2

dx
xx

xx
 8. .

94

212111
2

2

dx
xx

xx
  

Вариант 18. 

1. .
2

2
3

dx
x

x
 2. .

4

2
2

dx
x

x
arctg

 3. .12 dxxarcctg  

4. .3sin51 2 xdxx  5. .

52

21

2
dx

xx

x
 6. .

2

7123
2

35

dx
xx

xx
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7. .
32

56
2

2

dx
xx

xx
 8. .

16

3
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 19. 

1. .
12

4 3

22

dx

x

xx
 2. .

42x

xdx
 3. .15 dxxarctg  

4. .8sin352 xdxx  5. .

62

3

2
dx

xx

x
 6. .

3

49
2

35

dx
xx

xx
 

7. .
12

76
2

2

dx
xx

xx
 8. .

21

224
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 20. 

1. .

3

3

2

3

2

dxxa  2. .
12

52
dx

x

x
 3. .5cos23 xdxx  

4. .4sin3 2 xdxxx  5. .
52

23
2

dx
xx

x
 6. .

5

2355
2

23

dx
xx

xxx
 

7. .
32

456 2

dx
xx

xx
 8. .

21

977
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 21.  

1. .
1

2

dx
x

x
 2. .

ln
dx

x

xx
 3. .3cos74 xdxx   

4. .1ln1 2 dxxx  5. .

132

12

2
dx

xx

x
  

6. .
13

9752 23

dx
xxx

xxx
 7. .

21

2446
2

2

dx
xx

xx
 

8. .
11

344
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 22.  

1. .
1

2

dx
x

x  2. .

4

3

2
dx

x

x
 3. .5cos38 xdxx  

4. .ln2 xdxx  5. .

1 2xx

xdx
 6. .

5

125
2

35

dx
xx

xx
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7. .
11

4146
2

2

dx
xx

xx
 8. .

32

623
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 23.  

1. .
11

4 3
xdx

xx
 2. .92

9
dxx  3. .2sin32 xdxx  

4. .
ln2

dx
x

x
 5. .

823 2 xx

xdx
 6. .

22

82 3

dx
xxx

x
 

7. .
13

4186
2

2

dx
xx

xx
 8. .

13

12
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 24. 

1. .
1

3

dxx
x

 2. .
cos2

dx
x

tgx
 3. .5sin43 xdxx   

4. .
ln

3 2

2

dx

x

x
 5. .

64

25
2

dx
xx

x
 6. .

11

324 23

dx
xxx

xxx
  

7. .
5

4146
2

2

dx
xx

xx
 8. .

16

22
2

2

dx
xxx

xx
 

Вариант 25.  

1. .1
2

1 2

2

dxx
x

 2. .

5

5
dx

x
tg

 3. .3sin82 xdxx   

4. .sin2 xdxe x  5. .
1162 xx

dx
 6. .

21

253 23

dx
xxx

xx
 

7. .
3

12106
2

2

dx
xx

xx
 8. .

46

755
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 26.  

1. .
11

dx
x

xx
 2. .sin2 xdx  3. .232 21 dxx x  

4. .cos3 xdxe x  5. .

542 xx

xdx
 6. .

54

202 3

dx
xxx

x
 

7. .
14

2156
2

2

dx
xx

xx
 8. .

431

43
2

2

dx
xxx

xx
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Вариант 27.  

1. .
2

1

3

2

dx
x

x
x

 2. .
2

cos2 dx
x

 3. .52 6 dxx x  4. .2cos xdxe x  

5. .
455

21
2

dx
xx

x
 6. .

23

6136 3

dx
xxx

xx
 7. .

41

476
2

2

dx
xx

xx
 

8. .
22

12
2

2

dx
xxx

xx
  

Вариант 28.  

1. .
3

23

dx
x

xx
 2. .

75

3

2x

dx
 3. .3

3
1 2 dx

x x   

4. .sin5 xdxe x  5. .
31

3
2

dx
xx

x
 6. .

21

2123 23

dx
xxx

xxx
 

7. .
12

76
2

2

dx
xx

xx
 8. .

22

4
2

dx
xx

x
 

Вариант 29. 

1. .

1
2

1
3

dx
x

x
 2. .

5

4
8

3

dx
x

x
 3. .1sin1 dxxx  

4. .ln2 xdxx  5. .

125

84

2
dx

xx

x
 6. .

31

92 3

dx
xxx

x
 

7. .
2

52106
2

2

dx
xx

xx
 8. .

1

6127
2

2

dx
xx

xx
 

Вариант 30.  

1. .
143

dx
x

xxx
 2. .

3 2

3

x

dx
xtg  3. .9

2

2 dx
x x

 

4. .52 dxex x  5. .
137

105
2

dx
xx

x
 6. .

13

72 3

dx
xxx

xx
 

7. .
5

6136
2

2

dx
xx

xx
 8. .

323

233
2

2

dx
xxx

xx
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2. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ  
И ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ. НЕСОБСТВЕННЫЕ  

ИНТЕГРАЛЫ 

2.1. Определенный интеграл как предел  
интегральной суммы и его геометрический смысл 

Пусть функция xfy  определена и непрерывна на отрезке 

.;ba  Выполним следующие действия: 

1) с помощью точек 

nn xxxxbxxxax  ...        , ... ,  ,  , 2102110
 разобьем отрезок 

ba;  произвольным способом на n  частичных отрезков длиною 

;x ... ,   , 1n122011 nn xxxxxxxx  

2) в каждом частичном отрезке nixx ii ,...,2,1   ,;1  выберем про-

извольную точку iii xxc 1  и вычислим значение функции в ней, то 

есть величину ;icf  

3) умножим найденное значение функции icf  на длину ix  со-

ответствующего частичного отрезка: ;ii xcf  

4) составим сумму nS  всех таких произведений  

n

i

iinnn xcfxcfxcfxcfS

1

2211 ... . (2.1) 

Сумма вида (2.1) называется интегральной суммой функции 

xfy  на отрезке .;ba  Обозначим через  длину наибольшего час-

тичного отрезка: ;,...,2,1  max nixi  

5) найдем предел интегральной суммы (2.1), когда n  так, что 

.0  

Если при этом интегральная сумма nS  имеет предел, который не 

зависит ни от способа разбиения отрезка ba;  на частичные отрезки, ни 

от выбора точек в них, то этот предел называется определенным инте-

гралом от функции xfy  на отрезке ba;  и обозначается 
b

a

dxxf .  

Таким образом,  
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n

i

ii

b

a
n

xcfdxxf

10

.lim  (2.2) 

Числа a  и b  называются соответственно нижним и верхним пре-

делами интегрирования, xf подынтегральной функцией, 

dxxf подынтегральным выражением, x переменной интегрирова-

ния, отрезок ba; областью (отрезком) интегрирования. 

Функция ,xfy  для которой на отрезке ba;  существует опреде-

ленный интеграл 

b

a

dxxf ,  называется интегрируемой на этом отрезке. 

Теорема. Если функция xfy  непрерывна на отрезке ,;ba то 

определенный интеграл 

b

a

dxxf  существует. 

Непрерывность функции является достаточным условием еѐ интег-

рируемости. 

Геометрический смысл определенного интеграла состоит в том, что 

определенный интеграл от неотрицательной функции численно равен 

площади криволинейной трапеции, ограниченной сверху графиком 

функции ,0xfy  снизу – осью ,Ox  сбоку – прямыми ax  и 

.bx  

2.2. Формула Ньютона-Лейбница.  
Основные свойства определенного интеграла 

Пусть функция xfy  интегрируема на отрезке .;ba  

Теорема. Если функция xfy  непрерывна на отрезке ba;  и 

xF какая-либо еѐ первообразная на ba;  ,xfxF то имеет 

место формула  

b

a

aFbFdxxf .  (2.3) 

Равенство (2.3) называется формулой Ньютона-Лейбница. 

Если ввести обозначение ,
a

b
xFaFbF то формулу Ньюто-

на-Лейбница (2.3) можно переписать так: 
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b

a

a

b
xFdxxf .  

Формула Ньютона-Лейбница дает удобный способ вычисления оп-

ределенного интеграла. Чтобы вычислить определенный интеграл от 

непрерывной функции xf  на отрезке ,;ba  надо найти еѐ первооб-

разную функцию xF  (в этом состоит связь определенного интеграла с 

неопределенным) и взять разность aFbF  значений этой первооб-

разной на концах отрезка .;ba  

Рассмотрим основные свойства определенного интеграла, считая 

подынтегральную функцию интегрируемой на отрезке .;ba  

1. Если c постоянное число и функция xf  интегрируема на 

,;ba то  

 

b

a

b

a

dxxfcdxxfc ,  (2.4) 

то есть постоянный множитель c  можно выносить за знак определенно-

го интеграла. 

2. Если функции xf1  и xf2  интегрируемы на ,;ba тогда ин-

тегрируема на ba;  их алгебраическая сумма и  

b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf ,2121  (2.5) 

то есть интеграл от алгебраической суммы равен алгебраической сумме 

интегралов. Это свойство распространяется на сумму любого конечного 

числа слагаемых. 

3. При перестановке пределов интегрирования знак интеграла из-

меняется на противоположный:  

 

a

b

b

a

dxxfdxxf . (2.6) 

4. Определенный интеграл с одинаковыми пределами интегрирова-

ния (интеграл в точке) равен нулю: 

 

a

a

dxxf .0  (2.7) 



 55 

5. Если функция xf  интегрируема на ba;  и ,bca  то  

 

b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf ,  (2.8) 

то есть интеграл по всему отрезку равен сумме интегралов по частям 

этого отрезка. Это свойство называют аддитивностью определенного 

интеграла. Кроме того, свойство справедливо при любом расположении 

точек cba ,,  (считаем, что функция xf  интегрируема на большем из 

получающихся отрезков). 

6. «Теорема о среднем». Если функция xf  непрерывна на отрезке 

,;ba то существует точка baс ;  такая, что  

 

b

a

abcfdxxf .  (2.9) 

7. Если функция xf  сохраняет знак на отрезке ,;ba где ,ba то 

интеграл 

b

a

dxxf  имеет тот же знак, что и функция. Так, если 

0xf на отрезке ,;ba то 

b

a

dxxf .0  

8. Неравенство между непрерывными функциями на отрезке 

,;ba ba  можно интегрировать. Так, если xfxf 21  при 

,;bax  то  

b

a

b

a

dxxfdxxf .21  

9. Если m  и M соответственно наименьшее и наибольшее значе-

ния функции xfy  на отрезке ,;ba то 

 

b

a

abMdxxfabm .  (2.10) 

10. Модуль определенного интеграла не превосходит интеграла от 

модуля подынтегральной функции 

 .  ; badxxfdxxf

b

a

b

a

 (2.11) 
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11. Производная определенного интеграла по переменному верхне-

му пределу равна подынтегральной функции, в которой переменная ин-

тегрирования заменена этим пределом, то есть 

 .xfdttf
x

x

a

 (2.12) 

Это означает, что определенный интеграл с переменным верхним 

пределом есть одна из первообразных подынтегральной функции. 

2.3. Основные методы интегрирования 

Согласно формуле Ньютона-Лейбница 

aFbFxFdxxf
a

b
b

a

 при вычислении определенного интегра-

ла надо сначала найти первообразную xF  или неопределенный инте-

грал ,CxFdxxf а затем вычислить разность aFbF  значе-

ний первообразной, поэтому таблица неопределенных интегралов, ука-

занная в пункте 1.3. справедлива и для определенных интегралов. 

Метод непосредственного интегрирования в определенном инте-

грале основывается на тождественных преобразованиях подынтеграль-

ной функции. 

Пример 40. Вычислить интеграл 

1

0

2
.1 dxx  

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию, используя то-

ждество квадрат суммы двух слагаемых: 

.
16

17

2

1
0

3

4
10

2

1

3

4
01

2
1

2

1
2

2211

0

1

2

3

0

12

0

11
2

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

2

1
2

0

1 x
xx

x

xdxdxxdxdxxxdxx

 

Пример 41. Вычислить интеграл 

4

6

2
.

cos

1
dx

x
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Решение. .
3

33

3

3
1

64cos

1
4

6

6

4

2
tgtgtgxdx

x
 

Пример 42. Вычислить интеграл 

e

x

dx

2

0
2

.

1

 

Решение. .
4

0
4

0arcsin
2

2
arcsinarcsin

1

2

2

0
2

0

2

2

x
x

dx
 

Пример 43. Вычислить интеграл 

2

0

2
.

4

3
dx

x

x
 

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию. Для этого чис-

литель дроби почленно разделим на знаменатель: 

.
4

3

44

3
222 xx

x

x

x
 

Используя свойство 2 определенного интеграла, получим 

2

0

2

0

2

0

222
.

4

3

44

3

x

dx

x

xdx
dx

x

x
 

Рассмотрим каждый интеграл отдельно. Умножим и разделим чис-

литель первой подынтегральной функции на 2: 

2

0

2

0

2

0

222
.

4

2

2

1

4

2
2

1

4 x

xdx

x

xdx

x

xdx
 

Согласно соотношению ,ln xfdx
xf

xf
 получим  

.2ln2ln
2

1

4

8
ln

2

1

4ln
2

1
8ln

2

1
40ln

2

1
42ln

2

1
4ln

2

1

4

2

0

2

0

2
2

2
x

x

xdx

 

Во втором интеграле воспользуемся свойством 1: 
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.
8

3

42

3
01

2

3

0
2

3

2

2

2

3

22

1
3

2
3

4

3
2

0

2

0
0

2

222

arctg

arctgarctg
x

arctg
x

dx

x

dx

 

Значит, данный интеграл равен 

2

0

2
.

8

3
2ln

4

3
dx

x

x
 

При вычислении определенных интегралов широко используются 

метод замены переменной и метод интегрирования по частям. 

Пусть для вычисления интеграла 

b

a

dxxb  от непрерывной функ-

ции сделана подстановка .tx  

Теорема. Если: 

1) функция tx  и еѐ производная tx  непрерывны при 

;;t  

2) множеством значений функций tx  при ;t  является 

отрезок ;;ba  

3) ,a  ,b  тогда 

 
b

a

dtttfdxxf .  (2.13)  

Формула (2.13) называется формулой замены переменной в опре-

деленном интеграле. 

Отметим, что: 

1) при вычислении определенного интеграла методом подстановки 

возвращаться к старой переменной не требуется; 

2) часто вместо подстановки tx  применяют подстановку 

;xgt  

3) не следует забывать менять пределы интегрирования при замене 

переменных. 

Пример 45. Вычислить интеграл .
ln1

2

1

dx
x

x
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Решение. Введем подстановку ,ln1 zx  тогда ,ln1 xddz  

,ln1 dxxdz  ;
1

dx
x

dz  при 1x  ,11ln1z  при 2x  

.2ln1z  Получим интеграл 

2

1

2ln1

1

2ln1

1

2

1
ln1

dzzdzzdx
x

x
 

.12ln1
3

2
12ln1

3

2

3

2

1
2

1

33

1

2ln12
3

1

2ln11
2

1

zz
 

Пример 46. Вычислить интеграл 

3

0

3 .2sincos xdxx  

Решение. Преобразуем подынтегральную функцию 
3

0

3

0

3

0

433 .sincos2cossin2cos2sincos xdxxxdxxxxdxx  

Обозначим ,cos yx  тогда ,sincoscos xdxdxxxddy  

;sin dyxdx  при 0x  ,1y  при 
3

x  .
2

1

3
cosy  Подставляя 

полученные результаты в данный интеграл, получим 

.
80

31

32

31

5

2

32

1
1

5

2

2

1
1

5

2

5
2222sincos2

5

3

0

2
1

1

2
1

1

1

2
1 2

1

15
4444 y
dyydyydyyxdxx

 

Пример 47. Вычислить интеграл 

7

1

.
43x

dx
 

Решение. Введем подстановку ,43xz  тогда  

,34343 dxdxxxddz  ;
3

1
dzdx  при 1x  ,1413z  

при 7x  .25473z  Тогда получим 
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.
3

8
15

3

2
125

3

2

3

2

3

2

1
2

13

1

3

13

1

43

1

25

1

25

2

1

7

1

25

1

25

1
1

25
1

2

1

2

1

zz

z
dzz

z

dx

x

dx

 

Пример 48. Вычислить интеграл 

3ln

2ln

.
xx ee

dx
 

Решение. Пусть te x , dxedxeeddt xxx
; при 2lnx  

22lnet , при 3lnx  33lnet ; 

11

11
2x

x

x

x
xx e

e

e
eee

. 

Данный интеграл примет вид: 

23
11 2

3
3

2

2

3ln

2ln

2

3ln

2ln

arctgarctgarctgt
t

dx

e

dxe

ee

dx
x

x

xx
. 

Пример 49. Вычислить интеграл 

2

0
cos2 x

dx
. 

Решение. Заменяя переменную при помощи подстановки ,
2

x
tgz  

найдем ,
1

1

2
1

2
1

cos
2

2

2

2

z

z

x
tg

x
tg

x  ,2arctgzx  ;
1

2
2z

dz
dx  при 

0x  ,0z  при 
2

x  .1
4

tgz  

Подставляя, получим 
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.
33

0
63

2

3

0

3

2

3

1

3

2

33

1
2

3

2
3

2

1221

1
2

1

1
2

1
2

cos2

1

0

1

0
0

1

222

2

0

1

0

1

0

222

2

2

2

2

arctg

arctg
z

arctg

z

dz

z

dz

zzz

zdz

z

z

z

dz

x

dx

 

Пример 50. Вычислить интеграл 

6

0
2

.

sin1

cos5

x

xdx
 

Решение. При решении данного интеграла можно воспользоваться 

универсальной подстановкой .
2

t
x

tg  Проверим возможность исполь-

зования одной из частных подстановок ,cos tx  txsin  или 

.tctgxttgx  По условию дана рациональная функция относительно 

xsin  и :cos x  .

sin1

cos5
cos;sin

2 x

x
xxR  

.cos;sin

sin1

cos5

sin1

cos5
cos;sin

22
xxR

x

x

x

x
xxR  Дан-

ная функция является четной относительно ,sin x  поэтому подстановкой 

txcos  воспользоваться не можем. 

.cos;sin

sin1

cos5

sin1

cos5
cos;sin

22
xxR

x

x

x

x
xxR  

Функция нечетная относительно xcos , поэтому используем под-

становку ,sin tx  тогда ,cossin dxxddt  при ,0   0 tx  при 

6
x  .

2

1
t  Данный интеграл примет вид: 

.
6

5

6
50arcsin5

2

1
arcsin5arcsin5

1

5

sin1

cos5
6

0

2

1

0 0

2

1

22
t

t

dt

x

xdx
 

Если функции xuu  и xvv  имеют непрерывные производ-

ные на отрезке ,;ba  то имеет место формула 



 62 

 dxxeuvudv x

b

a

a

b
. (2.14) 

Формула (2.14) называется формулой интегрирования по частям 

для определенного интеграла.  

Формула интегрирования по частям в определенном интеграле имеет 

тот же вид, что и в неопределенном интеграле, поэтому все рекомендации 

для интегралов, берущихся по частям, данные для неопределенных инте-

гралов (пункт 1.4), справедливы и для определенных интегралов. 

Пример 51. Вычислить интеграл 

1

0

.dxxe x  

Решение. Данный интеграл относится к первой группе интегралов, 

берущихся по частям, поэтому ,xu  ,dxedv x
 ,xx edxev  

,dxdu  тогда согласно формуле (2.14) получаем 

.11

01

1

0

1

0

01

0

1
01

0

1

ee

eeeeeedxexedxxe xxxx

 

Пример 52. Вычислить интеграл 

e

xdxx

1

.ln1  

Решение. Интеграл относится ко второй группе интегралов, беру-

щихся по частям. Положим ,ln xu  ,1 dxxdv  тогда 

,
1

ln dx
x

xddu  .
2

1
2

x
x

dxxv  Подставляя в формулу 

(2.14), получаем 

.
4

5

4

5442

4

54

2

2

4

5

4

4

2

2
1

4

1

42

2

4
0

2

2
1

2
1ln1

2

1

ln
2

1

2
ln

2
ln1

22222

2222

1
1

22

1 1

22

1

2

eeeeeeeee

eeee
e

eee

x
xee

dx
x

ee
e

dx
x

x
x

xx
x

xdxx

e e

e ee
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Пример 53. Вычислить интеграл 

2

0

.cos xdxe x  

Решение. Дан интеграл третьей группы интегралов, берущихся по 

частям: ,xeu ,cos xdxdv то-

гда ,sincos xxdxv .dxedxeeddu xxx
 

Подставим полученные результаты в формулу (2.14)  

dxeedduxxdxvxdxdveu

xdxe
edxxe

eedxexxexdxe

xxx

x
x

xxx

      ,cossin  ,sin  ,

частям по анияинтегриров формулой раз еще мсявоспользуе

sin
sin

0sin
2

sinsinsincos

2

0

2

0

2

2

0

02

2

0
0

2

 

0

2
2

2

00

2
2 coscoscos xeedxexxee xxx  

2

0

2

2

0

02

2

0

2

.cos1

cos0cos
2

coscos

xdxee

xdxeeeexdxe

x

xx

 

Получили алгебраическое уравнение относительно данного инте-

грала: 

2

0

2

2

0

.cos1cos xdxeexxde xx  

Решим это уравнение: 

2

0

2 ,1cos2 exdxe x  тогда 

2

0

2

.
2

1
cos C

e
xdxe x  
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Задания для самостоятельного решения 

Вычислить интегралы: 

1. .
23

5

1
x

dx
 2. .

12

1

0

3
x

dx
 3. .

45

2

1

2 xx

dx
 4. 

2

0

2
.

4

3
dx

x

x
 

5. 

2

2

.
2

cos dx
x

x  6. 

0

.
2

3
cos

2
cos dx

xx
 7. .

1

1

0

4

2

x

dxx
 8. .

11

0

1

3 x

dx
 

9. 

2

0

2 .sin xdx  10. 

2

0

2 .cossin xdxx  11. .
cos23

0
x

dx
 12. 

4

1

.
42 x

xdx
 

13. 

5

1

.
1

dx
x

x
 14. 

2

1

2
.

xx

dx
 15. 

1

0
2

2

.

1

arccos
dx

x

x
 16. 

4

0

.2sin xdxe x  

17. .

23

2
29

1
3 2

3 2

dx

x

x
 18. 

2

0

.
cossin1 xx

dx
 19. 

1

0
2

.

23 xx

dx
 

20. 

2

0

.3sin2sin xdxx  

Ответы. 1. .
3

13ln
 2. .

9

2
 3. .

4

5
ln

3

1
 4. .

2

2ln

8

3
 5. .1sin8  

6. .0  7. .
24

1
 8. .14ln5,1  9. .

4
 10. .

3

1
 11. .

5
 12. .

2

23
 

13. .222 arctg  14. .
3

4
ln  15. .

24

3

 16. .1,03,0 6e   

17. .
2

33
8  18. .2ln  19. .

6
 20. .4,0  

2.4. Приложения определенного интеграла 

Приведем без вывода основные формулы и примеры геометриче-

ских приложений определенного интеграла. 

1). Вычисление площадей плоских фигур. 

Площадь криволинейной трапеции, ограниченной кривой xfy  

( ,0xf  непрерывна), прямыми ,ax  bx  и осью ,Ox  вычисляется 

по формуле 
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b

a

b

a

dxxfydyS .  (2.15) 

 

y  

x  

xfy  

a  b  

0  

 

Площадь фигуры, ограниченной кривой xfy  ( 0xf ), не-

прерывная, прямыми ,ax bx  и осью Ox равна 

 

b

a

dxxfS  (2.16) 

 
 

a  0  

y  

b  

xfy  

x  

 

Площадь фигуры, ограниченной двумя непрерывными кривыми 

xfy 1  и xfy 2  ( xfxf 21 ) и двумя прямыми ax  и bx  

находится по формуле 

 

b

a

dxxfxfS .21  (2.17) 



 66 

 

x  

y  xfy 1  

0  a  

xfy 2  

b  

 

Если плоская фигура имеет «сложную» форму, то прямыми, парал-

лельными оси ,Oy еѐ следует разбить на части так, чтобы можно было 

бы применить уже известные формулы 

 

y  

a  0  c  b  

x  

xfy  
xgy  

 

Здесь непрерывные и неотрицательные функции xfy  и 

xgy  пересекаются в точке с абциссой .cx  

 .

b

c

c

a

dxxgdxxfS   (2.18) 

Пример 54. Найти площадь фигуры, ошраниченной осью ,Ox  гра-

фиком функции ,22xy  прямыми 2x  и .1x  

Решение. Графиком функции 22xy  является парабола, сим-

метричная относительно оси ,Oy ветви которой направлены вверх, вер-

шина лежит в точке с координатами (0;2). 
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2  0  1  

2  

y  

x  

22xy  

 

Найдем площадь фигуры по формуле (2.15) 

2

3

31

2

1

2

2
1

2

2

96342
3

8

3

1
2212

3

2

3

1

2
3

22
2

1

2

1

eд

x
x

dxdxxdxxS

 

Пример 55. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 
24 xy  и .22 xxy  

Решение. Графиком функции 
24 xy  является парабола, ветви 

которой направлены вниз, вершина в точке (0;4), симметричная относи-

тельно оси .Oy  Графиком второй функции xxy 22
 также является 

парабола, ветви направлены вверх, найдем координаты вершины 

,1
2

2
0x  ,11212

0y  то есть вершина в точке (1;-1), парабола 

симметрична относительно прямой .1x  Построим данную фигуру, 

площадь которой требуется найти 

 

4  y  

1

 
2  

1  2  

x  
0  

24 xy  

xxy 22
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Найдем абциссы точек пересечения двух графиков: 

.2

,4
2

2

xxy

xy
 

,02

,24
2

22

xx

xxx
 

,9812141

,0422
2

2

D

xx
 

,1
2

31
1x  .2

2

31
2x  Получили, что ,1a  .2b  Со-

гласно формуле (2.17), получим 

.21149
3

2
481

212
3

2
1424

2
2

3
24

224224

2424

22

233

1

22

1

23

1

2

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

2

1

22

2

1

22

eд

xx
x

xdxdxxdxdxxx

dxxxxdxxxxS

 

Пример 56. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 

,2 xy  ,
2

1
x

y  .4y  

Решение. Показательная функция 
xy 2  возрастающая, так как ос-

нование степени больше единицы (2>1). Показательная функция 
x

y
2

1
убывающая, так как .1

2

1
 Построим графики данных функций 

 

0  

1  

1  

4y  
y  

4  

x  

xy 2  

x

y
2

1
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Найдем абциссу точки пересечения графиков функций 
xy 2  и 

:
2

1
x

y  ,
2

1
2

x
x  ,22 xx

 ,xx  ,02x  .0x  

Прямой 0x  разобьем данную фигуру на две, тогда .21 SSS  

Найдем точку пересечения графиков функций 

x

y
2

1
 и :4y  

,4
2

1
x

 ,22 2x
 ,2x  ,2x  тогда, согласно формуле 

(2.17), получим 

2

0

2

0

0

2

1

2

1
ln

2

1

4
2

1
4

x

x

xdxS  

.
2ln

3
8

2ln

1

2ln

4
8

2ln

4

2ln

1
8

2ln

2

1

2ln

2

1

2404
1

2

1

0

 

Найдем точку пересечения графиков функций 
xy 2  и :4y  

,42 x
 ,22 2x

 ,2x  тогда, используя формулу (2.17), получим: 

.
2ln

3
8

2ln

1

2ln

4
8

2ln

2

ln

2

0424
2ln

2
424

02

0

2

0

2
2

0

2

x
x xdxS

 

Таким образом, площадь данной фигуры равна 

.
2ln

62ln16

2ln

6
16

2ln

3
8

2ln

3
8 2eдS . 

Пример 57. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями 

,4 xy  ,xy  ,4y  .0x  
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Решение. Построим графики данных функций: 
xy 4 это возрас-

тающая показательная функция, так как основание этой функции больше 

единицы (4>1); графиком функции xy  является прямая, проходящая 

через начало координат (биссектриса первого и третьего координатных уг-

лов); 4y прямая, параллельная оси ,Ox  проходящая через точку (0;4) 

 

x  

y  
xy 4  

xy  

0  

4  

1  

1  4  

 

Найдем абциссу точки пересечения графиков функций 
xy 4  и 

:4y  

.1   ,44
;4

,4
x

y

y x
x

 Прямой 1x  разобьем данную фигуру 

на две, тогда .21 SSSф  

Найдем абциссу точки пересечения графиков 4y  и :xy  

.4
;

,4
x

xy

y
 

Используя формулу (2.17), получим: 

.
2

1

4ln

3

2

1

4ln

1

4ln

4

2

0

2

1

4ln

4

4ln

4

24ln

4
44

0

0

12

0

11

0

1

0

1

0

1

x
xdxdxdxxS

x
xx

 

.5,45,712
2

1
812

2

1

2

4
416

2
444

2

1

42

1

44

1

4

1

4

1

2

x
xxdxdxdxxS

 



 71 

Следовательно, площадь данной фигуры равна: 

.
4ln

4ln43
4

4ln

3
5,4

2

1

4ln

3 2eдSф . 

Задания для самостоятельного решения 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной следующими линиями: 

1. .02   ,2 yxxy  2. .0   ,17   ,
16 2

2
xxy

x
y  

3. .2   ,4 232 xyxy  4. .0   ,cos   ,sin xxyxy  

5. .
2

1
3   ,

4

1 22 xxyxy  6. .3   ,4   ,24 xyxy  

7. .2   ,   ,3 xyxyxy  8. .1   ,   , xeyey xx
 

9. .2   ,
2

   ,
2

2 xy
x

yxy   

10. .1   ,2   ,   ,22 xxyxyxxy  

Ответы. 1. .5,4  2. 18. 3. .
15

2
 4. .12  5. 8.  

6. .
2

3
ln12412  7. .5,1  8. .

1
2

e

e
 9. .4  10. .

3

17
 

2). Вычисление длины дуги. 

Если плоская кривая отнесена к прямоугольной системе координат 

и задана уравнением ,xfy  то  

 ,1
2

b

a

dxxfl   (2.19) 

где ba  , абциссы начала и конца дуги .ba  

Если кривая задана уравнением ,ygx  то  

 
d

c

dyygl ,1
2  (2.20) 

где dc  , ординаты начала и конца дуги .dc  

Если кривая задана параметрическими уравнениями ,txx  

,tyy  то длина дуги выражается формулой 

 ,

2

1

22

t

t

dt
t

y
t

xl  (2.21) 

где ,1t 2t значения параметра, соответствующие концам дуги .21 tt  
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Пример 58. Вычислить длину дуги полукубической параболы 
32 1xy  между точками 1;2A  и .8;5B  

Решение. Разрешаем данное уравнение относительно y  и  

находим :y  

;1
2

3

xy  ;1
2

3 2

1

xy  .1
4

92
xy  

Знаки  в выражении y  указывают, что кривая симметрична от-

носительно оси ;Ox  точки A  и ,B  имеющие отрицательные ординаты, 

лежат на той ветви кривой, которая расположена ниже оси .Ox  

 
 

y  

x  

0  

1  

A  

B  

5  

8  
 

Подставляя в формулу (2.19), получим 
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8
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4

9

4
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9
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9
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9
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4

9
1
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1010
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2

1
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1
5

2
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